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A
ula 9

●
Excitação no M

I – Equilíbrio estatístico

●
R

eferências
–

M
aciel – C

ap. 5
–

Spitzer – C
ap. 4

–
Scheffler &

 Elsässer – Seções 5.1.2 

9-2

Introdução
●

N
o equilíbrio term

odinâm
ico (ET), as populações dos níveis

são dadas pela equação de B
oltzm

ann, que é função de:
-

tem
peratura;

-
parâm

etros atôm
icos.

●
Para situações fora do ET, podem

os introduzir os coeficientes
de desvio, 

 bk
 e bj . D

e m
odo que a eq. de B

oltzm
ann

m
odificada torna-se:

n
j =

n
k g

j

g
k exp −

E
j −

E
k

kT 
    g

j eg
k :pesosestatísticosdosníveis

jek
;

    E
j eE

k :energia
dosníveis

jek.

n
j

n
k =

b
k

b
j g

j

g
k exp −

E
j −

E
k

k
T
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●
a razão entre as populações dos níveis de energia j e k podem
ser 

obtidas 
se 

considerarm
os 

todos 
os 

processos 
de

povoam
ento e despovoam

ente de cada um
 dos níveis

●
N

esta aula, estudarem
os com

o obter as populações dos níveis
de energia no caso de equilíbrio estatístico

●
Farem

os aplicações aos casos de átom
os sim

plicados com
o

um
 sistem

a de 2 ou 3 níveis

9-4

Equilíbrio estatístico
●

N
o estado estacionário, tem

os:

●
Se cham

am
os de

(R
jk )y , [s -1], a probabilidade por unidade de

tem
po de transição do nível j para o k através do processo y, tem

os
que:

onde j e k são estados ligados. Isto é, as recom
binações e ionizações

não são consideradas. Isso é um
 aproxim

ação razoável, pois esses
processos são m

enos frequentes que as transições ligadas.

dn
j

dt
=

0⇒
n

j t=
n

j

dn
j

dt
=

−
n

j ∑
y ∑

k
R

jk y ∑
y ∑

k
n

k R
kj y =

0
E

quação de
equilíbro
estatístico
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●

Se um
 dado átom

o possui m
 estados de energia, existirão

(m
-1) equações linearm

ente independentes.
●

A
 solução desse sistem

a fornece as densidades relativas
entre todos os níveis. 

-
é necessário o

conhecim
ento das taxas associadas a cada

um
 dos processos que prom

ovem
 transição entre níveis

●
Exem

plo: espécie com
 dois níveis de energia (j e k) e apenas

um
 processo de transição

−
n

j R
jk 

n
k R

kj =
0

         n
k

n
j =

R
jk

R
kj

9-6

Processos puram
ente colisionais

●
Q

uando o único processo de povoam
ento e despovoam

ento
de níveis é a colisão, tem

os que as populações dos níveis são
dadas pela eq. de B

oltzm
ann:

n
j *

n
k * =

g
j

g
k exp −

E
jk

k
T 

onde as densidade n* referem
-se, então, aos valores em

 ET

9-7

Excitação colisional/radiativa
●

V
am

os agora verificar a form
a da eq. de equilíbrio estatístico no

caso em
 que processos colisionais E

 radiativos são im
portantes

●
Probabilidades de processos

-
excitação e desexcitação colisionais, (R

jk )c e (R
kj )c ,  [s

-1]
-

transições espontâneas – em
issão -, A

kj ,  [s
-1]

-
transições induzidas – absorção –, B

jk  
●

Taxa ou coeficiente de excitação colisional, γjk  

-
onde nc  é usualm

ente
elétrons ou

átom
os ou

m
oléculas de 

hidrogênio,de acordo com
 as características físicas da região

de interesse. É a partícula com
 a qual as colisões são m

ais
frequentes


jk =

R
jk c

n
c

[cm
3 s -1]
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●

A
ssim

, considerando, por exem
plo, colisões com

 elétrons, a
equação de equilíbrio estatístico do nível j torna-se:

n
j[ ∑

k
n

e 
jk 

B
jk U

 ∑k
j A

jk] =

∑
k

n
k n

e 
kj 

B
kj U

 ∑k
j n

k A
kj

despovoam
ento

povoam
ento

em
issões para

níveis inferiores
a j

transições
colisionais
a partir de j transições radiativas

induzidas
a partir de j

transições radiativas
induzidas

com
 estado final j

em
issões de

níveis superiores
com

 estado final j

transições
colisionais
com

 estado
final j
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B
alanceam

ento detalhado

●
A

 condição de balanceam
ento detalhado é aquela onde

um
 

dado 
processo 

y 
possue 

exatam
ente 

a 
m

esm
a

probabilidade de ocorrer nos dois sentidos

●
Exem

plo:
-

a probabilidade de excitam
ento colisional do nível j

para o k é a m
esm

a do decaim
ento colisional de k

para j

9-10

R
elação entre γjk  e γkj   

●
Em

 ET, existe equilíbrio estatístico considerando-se apenas
colisões e balanceam

ento detalhado. A
ssim

, tem
os que:

n
j *∑

k
n

e 
jk =∑

k
n

k *n
e 

kj

 n
j *n

e 
jk =

n
k *n

e 
kj

que considerando apenas dois níveis (= balanceam
ento detalhado)

torna-se

g
j 

jk =
g

k 
kj e

−
E

jk

k
T

U
sando a eq. de B

oltzm
ann, tem

os:

9-11

Taxa de excitação colisional
●

taxas de colisões dependem
 de:

-
form

as de potenciais elétricos
-

velocidades relativas

P(u) dt = nc  u σ(u) dt

Probabilidade de colisão
de 1 partícula teste com
um

a partícula de cam
po

 por unidade de tem
po

velocidade
relativa

seção de choque
de colisãoσ(u)
u Δt
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●

R
elação entre taxa de colisão e seção de choque de colisão:

●
D

istribuição de M
axw

ell para velocidades é válida se colisões
forem

 perfeitam
ente elásticas. M

as, esse não é estritam
ente o

caso...✔
colisões inelásticas: excitação

✔
colisões superelásticas: decaim

ento
●

Porém
, colisões não-elásticas são pouco prováveis (próxim

o slide)
✔

A
ssim

, distribuição de M
axw

ell pode ser aplicada


jk =

〈u


jk 〉


jk = ∫

u
jk ufudu

∫
fudu
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jk =

4l 3

  ∫0 ∞

u
3

jk uexp−
l 2u

2du

onde:

l 2=
m

r

2kT

m
r =

m
c m

t

m
e 

m
t

onde f(u) foi substituída pela distribuição de M
axw

ell
das velocidades relativas

9-15

R
elações entre seções de choque

●
C

onsiderando:
-

balanceam
ento detalhado

-
diferença de energias cinéticas = diferença de energia
entre estados

-
distribuição de M

axw
ell

-
distribuição de B

oltzm
ann

 g
j 

jk u
j 2=

g
k 

kj u
k 2

9-16

Seção de choque e força de colisão
●

excitação só ocorre se energia cinética é m
aior que diferença

de energia entre níveis
-

assim
, σ

kj tem
 um

 valor nulo desde velocidades nulas até
quando a energia cinética iguala E

jk , a partir de onde
passa a ter um

 valor diferente de zero
●

C
om

o varia a seção de choque com
 u?

-
se as duas partículas são carregadas, a dependência com

 u
é grande

-
se um

a das partículas é neutra, a dependência é pequena
✔uk  σ

kj (uk ) ~ cte. ou pouco dependente de u
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●

N
o caso de colisões entre elétrons e íons, tem

os:

●
vj  é a velocidade do elétron, considerando que a velocidade
do íon é desprezível

●
R

elação entre as forças de colisões em
 cada um

 dos sentidos:

●
R

elação entre força e taxa de colisão 


jk v

j =
g

j 
h

2


m
e v

j  2
j,k

força de colisão
(adim

ensional)


j,k=


k

,j


jk v

j =
h

2

g
k 2


m

e  3
/2kT

 1
/2 

j,k
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A
PL

IC
A

Ç
Õ

E
S

Site com
 dados atôm

icos para cálculos:
http://hom

e.strw
.leidenuniv.nl/~m

oldata/ 
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O
II e O

III em
 nebulosas fotoionizadas

●
Por que o oxigênio é im

portante em
 nebulosas?

-
é abundante: nO  ~10 -4 nH  

-
transições envolvem

 energias próxim
as nas disponíveis nesses

am
bientes

✔
E

exc  ~5 eV
 ~  velocidade m

édia de um
 gás a 10.000 K

●
Estrutura atôm

ica dos íons m
ais abundantes

✔
Fig. 5.1 – M

aciel – p. 131
✔

N
II tem

 estrutura dos níveis sim
ilar a do O

III
●

valores da seção de choque de colisão dependem
 da velocidade e

precisam
 ser calculados por teorias quânticas

-
em

 astrofísica considera-se valores m
édios para as forças de

colisão considerando-se um
a distribuição m

axw
elliana de v

9-20
Fig. 5.1 – M

aciel – p. 131
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C
olisão ou em

issão?
●

C
onsiderando

-
transição 3P

1,2  – 1D
2  do O

III (4959/5007 Å
)

-
T = 10.000 K

-
ne  ~ 10 4 cm

-3

-
γkj  ~ 3.7 10 -8 cm

3 s -1 
-

ne  γkj  ~ 3.7 10 -4 s -1 

-
A

kj  ~ 0.027 s -1

Portanto, desexcitação sera radiativa!

A
 m

aior parte da em
issão das

nebulosas fotoionizadas dá-se
em

 linhas nebulares
Fig. 5.2 – M

aciel – p. 133

9-22

Tab. 5.1 – M
aciel – p. 130

9-23

Fig. 5.2 – M
aciel – p. 133

9-24

E
xcitação colisional do H

 em
 regiões H

I
L

inha de 21cm
●

excitação dos níveis hiperfinos do H
●

em
 regiões H

I colisão com
 H

 é m
ais im

portante que com
 e-

●
coeficientes de desexcitação (Tab. 5.3 – M

aciel – p. 134)
●
γjk  = 2.2 10 -10 cm

3s -1 

-
calculado a partir da relação entre taxas

●
nH  γkj ~ 10 -10 – 10 -8 s -1

-
considerando nH

 entre 1 e 100 cm
- 3 (típicos de região H

I)
●

A
kj  ~10 -15 s -1

●
A

ssim
, nH  γkj  >> A

kj

-
um

 exem
plo de processo onde colisão é im

portante

N
esse caso, podem

os considerar 
as populações dadas pela eq. de

B
oltzm

ann?



9-25

Tab. 5.3 – M
aciel – p. 134
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A
 equação de equilíbrio estatístico pode ser usada 
para determ

inar os coeficientes de desvio do ET

9-28

Á
tom

os com
 2 níveis

●
C

om
o fica a equação de equilíbrio estatístico para:

-
um

 átom
o de 2 níveis: 1(inferior) e 2 (superior);

-
colisões com

 e-
(se a colisão m

ais im
portante for com

 outra
partícula, apenas se m

uda a densidade correspondente)

n
1 n

e 
12 

B
12 U

 =
n

2 n
e 

21 
B

21 U
 

n
2 A

21

             n
2

n
1 =

n
e 

12 
B

12 U


n
e 

21 
B

21 U
 

A
21
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●

U
sando a eq. de B

oltzm
ann com

 os coeficientes de desvio e
relação entre os coeficientes de Einstein, tem

os que:

●
A

ssim
, b2 /b1  depende de:

-
U
ν

-
A

21

-
γ21

-
ne

b
2

b
1 =

n
e 

21

A
21


e

h

/kTc

3U


8


h


3

1


n
e 

21

A
21


c

3U


8
h


3
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A
plicação para um

 cam
po de radiação de

Planck
●

C
onsiderando um

 cam
po de radiação dado por

-
W

 B
(T

r )
corpo negro diluído pelo fator W

U
 =

8
h


3

c
3

W
e

h

/K

T−
1

b
2

b
1 =

n
e 

21

A
21


W

e
h

/kT

e
h

/kT−

1

1
n

e 
21

A
21


W

e
h


/kT−

1

A
ssim

:
!
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●

V
alores típicos para taxas de colisões em

 regiões com
 T entre

100 e 10.000 K
 são:

-
γ21  ~ 10 -7 – 10 -6 cm

3s -1 
-

ne  < 10 4 cm
-3 (regiões internuvem

, difusas e H
II)

✔se transições são perm
itidas (A

21  ~ 10 8 s -1), tem
os:

✔
γ21  ne  << A

21
✔nesse caso, poucos átom

os estão no nivel superior
(b2  << b1 ) e cada excitação colisional corresponde
a um

 decaim
ento radiativo
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●

Para transições ópticas e em
nuvens difusas, o cam

po de
radiação no M

I pode ser expresso pelos coeficientes: 
-

W
 = 10 -14 e T

r  = 10.000 K
 (W

: fator de diluição)

●
N

esse caso, os term
os envolvendo

U
ν  são desprezíveis e:

●
Se γ21  ne  >> A

21  (colisões dom
inam

)
✔ 

●
Se γ21  ne  << A

21  (decaim
ento radiativo dom

ina)
✔

b
2

b
1 =

1

1+
A

21

n
e γ

21

b
2

b
1 =

1

b
2

b
1 =

n
e γ

21

A
21

 ∝
 n

e   (<
<

 1)

T
ransições no óptico

ETE
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✔se transições são proibidas (A

21
 ~ 10 -2 -

10 -3
s -1),

tem
os:

✔✔nesse caso, população do nível superior atinge
valores da ordem

 de 1 a 10%
 do caso ET

n
e 

21

A
21

≈
0.01−

0.1
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T
ransições em

 rádio
●

C
am

po de radiação no M
I em

 rádio:
-

W
 =1 e T

b  = 2.7 K
-

considerando hν/kT << 1

●
que perm

ite expressar a relação das populações dos níveis
com

o:

b
2

b
1 =

n
e 

21

A
21


1

h

/kT

b

h

/kT

b

1
n

e 
21

A
21


1

h

/kT

b

n
j

n
k =

g
j

g
k exp −

E
jk

k
T

ex 
T

ex =
T


xT
b

1
x

com
x=

A
21

n
c 

21

kTh
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●

Linha do H
 em

 21cm
-

x ~ 4 10 -4 T/nH
-

em
 nuvens frias

✔T < 100 K
 e nH  >  0.1 cm

-3
✔assim

, x << 1
✔T

ex  = T
-

en nuvens quentes
✔T ~ 10.000 K
✔assim

, x ~ 1
✔T

ex  ≠ T
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●

Linha do C
O

 em
 2.6m

m
-

x ~ 1 10 3 T/nH
2

✔assim
, so em

 nuvens densas T
ex  = T

●
população do nível fundam

ental que dá origem
 a linha

interestelar de absorção do C
N

✔x >> 1
✔T

ex  = T
b  = 2.7 K
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Á
tom

os com
 3 níveis

●
níveis de energia: 1, 2 e 3

●
transições entre 2 e 3 desprezadas

●
transições radiativas induzidas desprezadas

●
colisões apenas com

 elétrons

I
31

I
21 =

n
3 A

31 hv
31

n
2 A

21 hv
21

I
31

I
21 =

g
3 A

31 v
31

g
2 A

21 v
21[ 1

A
21

n
e 

21

1
A

31

n
e 

31 ] e
−

E
23 /k

T perm
ite determ

inar 
ne  e T
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●

C
om

 relação às densidades eletrônicas, tem
os dois casos:

-
ne  >> 1

-
ne  << 1

I
31

I
21 =


13


12


31


21

I
31

I
21 =

n
3 *

n
2 *

A
13

A
12


31


21
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SII em
 nebulosas planetárias

●
D

iagram
a de energia energia ~ a O

II (Fig. 5.1 – M
aciel – p.

131)
●

C
onsiderando:
-

equação sem
 aproxim

ação em
 ne

-
λ(2,1) = 6730.8 Å

 e λ(3,1) = 6716.4 Å
-

A
21  = 8.8 10 -4 s -1  e A

31  = 2.6 10 -4 s -1 
-

calcula-se as taxas de colisão a partir da força de colisão
-

T = 10.000 K
●

É possivel calcular ne !
-

N
o caso de N

G
C

 3132, onde a razão de linhas é 0.89,
tem

os
-

ne = 620 cm
-3

9-40

V
er aula 5 de M

ichiel H
ogerheijde

Ele apresenta gráficos e expressões
finais para algum

as situações.

http://hom
e.strw

.leidenuniv.nl/~m
ichiel/ism

class_files/ism
10_lecture5.pdf
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O
utros processos de excitação

●
A

lém
 de excitações colisional e radiativa, vista nos slides

anteriores, podem
os excitar níveis pelos seguintes processos

-
recom

binação radiativa

-
recom

binação dieletrônica
✔íon + elétron 

 átom
o com

 1e- em
 nível excitado

✔energia em
 excesso excita elétron

✔cascateam
ento para níveis inferiores

✔im
portante se T > 10.000 K

✔se T < 10.000 K
, energia cinética não é suficiente

para excitar e- interno



9-42

 
-

Povoam
ento por em

issão de 2 fótons
✔quando 

a 
transição 

para 
um

 
nível 

inferior 
não 

é
possível, pode ocorrer a em

issão de dois fótons cuja
som

a de energias seja E
jk

✔Ex.: recom
binação do H

✔im
portante em

 N
P

-
Excitação por bom

beam
ento de fótons

✔Ex.: m
olécula do H

2

-
Excitação por reações de troca de carga

✔A
 + B

+ 
 A

+ + B
* 

 A
+ + B

 + hν


