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Transformadas de Fourier
Referéncias
»Léna (2a. ed.) — Cap. 4 e Apéndice A
»Gray — Observation and analysis of stellar
photospheres — Cap. 2
»Weaver — Applications of Discrete and
Continuous Fourier Analysis
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Tépicos

* Transformada de Fourier na medida de sinais
* Flutuagbes da radiagéo eletromagnética

¢ Sinal e ruido

Vale a pena lembrar que o conteldo dessas anotagdes ndo tem
rigor matematico. Algumas das referéncias citadas possuem
essa caracteristica e devem ser consultadas.
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Numeros complexos

* Um numero complexo, z, pode ser escrito usando coordenadas
retangulares:

Dz=x+iy,
—onde X e y S0 numeros reais
* Em coordenadas polares, temos:
>z=|z|el,
—onde |z| e y sdo novamente valores reais

* As relagbes entre as componentes séo:

|z|=\/x2—|-y2
tan L,UZZ
X

AST203 - CVR 5-4



Transformada de Fourier
* Vamos inicialmente definir a transformada de Fourier.

* Dada uma fungéo f(t), t € R, a sua transformada de Fourier é:

* Assim, podemos definir o par de Fourier por uma fungéo e sua
transformada

f(w)ef(t)

A transformada de Fourier decompde uma fungéo em
em um espectro continuo de freqiiéncias.
A cada freqliéncia é associada uma
amplitude e uma fase.
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Lembrando que: e”*=cosx+isenx

temos que:

ff X)cos(2msx dx-l-lff )sen(2msx)dx

Seconsideramos f(x)=f (x)+if.(x), temosque:

0

f(s)= J f.(x)sen(2msx)dx

+|f f,(x cos(2msX dx+|ff (x)sen(2msx)dx

f.(x)cos(2msx)dx—

8"38
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Exemplos de transformadas
» delta de Dirac, §(t)
a+&
[ 6(x—a)f(x)dx=f(a)
a-¢g
2mi
- pulso instantaneo §(x—a)=e
5-8
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Exemplos de transformadas

» fungao caixa, [(t)
- intervalo total da amostragem, T
- transformada de Fourier:

-~ _(senmTw)

¥ 0 ¥ x= —_——
7 E]
Gray
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Odd pair
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» trem de deltas de Dirac = fungdo de amostragem = fungéo

Shah, LW (x)

1l (x)=

00

z S(x—nAx)

n=—o0

—-e a transformada??
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Definigoes
» A transformada de f(t) € também chamada de espectro de f(t)

+ Densidade espectral de poténcia ou espectro de poténcia, S ()
o 2
Si(w)=[f(w)]

» A densidade espectral de poténcia é uma quantidade real e
positiva. A fase de uma dada componente em frequiéncia &
perdida.

* Espectro de amplitude

» Espectro de fase

AST203 - CVR

Quantidades fisicas e transformadas de Fourier
* Dominio de f(t)

» Rigorosamente falando, a transformada de uma fungéo existe
apenas se a fungao é definida em todo espaco real: [-©,~]

» Porém, quantidades fisicas sdo conhecidas apenas em um
dominio limitado: [-T/2,T/2]

—onde T especifica o intervalo de t no qual as quantidades
séo conhecidas

» Portanto, para se obter a transformada de Fourier precisamos
fazer alguma suposigao a respeito da fungao fora do intervalo
das medidas (periédicas, pulso, etc.)

» Uma suposigdo comum ¢é considera-la nula fora do intervalo
onde ela é conhecida
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Poténcia de um sinal

* Considere um sinal complexo, por exemplo, um sinal elétrico
representado por f(t)

» poténcia instantanea, p(t)
= p(t) = f(t) F(t) = [f()?

» Poténcia média

1tUJrT/Z
P(t, T)== [ If (1) di
t,—T12

» Energia = integral da poténcia instantanea

5= plya=[ | fa
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Frequiéncias negativas

» f(t) deve ser definida em todo dominio real, tal qual sua
transformada

* a parte negativa da transformada é definida pelas propriedades
de f(t)

» se f(t) é real, sua transformada é hermitiana (parte real é par e
parte imaginaria € impar)

—nesse caso as propriedades de simetria e paridade
definem a transformada no dominio de valores negativos

AST203 - CVR
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Convolucao

* A convolugao h(x) de duas fungdes f(x) e g(x) é dada por:

0

* Em muitas situagdes, pode-se descrever um sistema fisico
considerando f(x) o sinal de entrada, h(x) o sinal de saida e g(x) a
transformagéao que representa o sistema de aquisigéao

* Assim, em alguns casos pode ser mais simples estudar o sistema
por suas transformadas de Fourier, ja que no espacgo de Fourier a
convolugao equivale a uma multiplicagéo

LY
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COMO REPRESENTAR

MATEMATICAMENTE
UMA MEDIDA?
AST203 - CVR 5-18
Medidas
+ Amostragem 717 (x) £ (x)= Y, f(x)6(x—n)
n:_w Gray
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Fig.4.3. (a) Sampling of a lunction ;'(:J by & Dirac comb; H“l””lm -
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Medida

da (1) Série Temporal Mj

L \,W

(1) Fungac Janela

* Um medida M(t)
grandeza I(t) pode ser
interpretada como:

*(#)w(¢) Série Temporal na Fungdao Janela

f\‘\f I
| |
0 Funcio de Amestragem

TR |

=(t){£)s(2) S8rie Temporal Amostrada na Funcia Janela

Inlensidada

M (t)=1(t) I (¢)I(¢)

Tempo

Fig 2.1a- A oblengdo de uma série temporal discreta ¥, como uma segho amostrada
discretamente de x(t) envolve duas multiplicagdes.

FONTE: M. Van der Klis, Fourier Techniques In X-Ray Timing, dao livio
LT, s

Timing Neutran Stars, editado por H, Ogelman e E.P.J. Van den Heuvel
NATO ASI Series, Kluwer Academic Publishers, 1989.”

Dissertagado de Carlos Lohse

o ——— Orient.: Francisco Jablonski 5-21

Teorema da resolucao

O intervalo finito de tempo de uma medida, AT, imp&e um

limite na resolugcéo no espago de Fourier, Aw, que € dado por:

1
Aw<77

5-23
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Transformada da Série Temporal|

=) Séric Tomporal ] ‘MW Gl J’
P vy gl
I Fungas Janeia ]

| » JL e
Jl J\Jﬂ\l\ ;"lk

Ee) Transtormada da Fungao de Amostragem

(t)w(¢) Série Temporal na Funcdo Janela
S

[ |

LFuNcas de Amostragem ! ‘

MMMMMWWWMMWWMW -

a(t)uale)i()Série Temporal Amosirada na Funcan Janala

I
i e + T
i Freqligncia

Inlensidada
Poténcia

Tempo
Fig. 2.1b- A Transformada de Fourier Discreta @, de ¥, ¢ obtida da Transformada de

Fig 2.1a- A obtengdo de uma série temporal discreta ¥, como uma segho amostrada
. TFourier continia a(v) por uma dupla convolugdo. Linhas verticais
discretamente de x(t) envolve duas multiplicagdcs.

FONTE: M. Van der Klis, Fourier Techniques In X-Ray Timing , do livro
atlnies

Timing Neutron Stars, editado por H, Ogelman ¢ E. P. J. Van den Heuvel

tracejadas indicam a Frequéncia de Nyquist,
FONTE: M. Van der Klis, Fourier Techniques In X-Ray Timing, do livro
Timing Neutron Stars, cditado por H. Ogelman e E P.J. Van den Heuvel

NATO.ASI Series, Kluwer Academic Publishers, 1989,
NATO ASI Series, Kluwer Academic Publishers, 1989).

Dissertacédo de Carlos Lohse/Orient.: Francisco Jablonski
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Teorema da resolucgao

* Vamos supor que possamos proceder a uma medida continua no
tempo. Ela possui necessariamente um inicio e um fim, de modo
que o intervalo total de tempo da medida é AT. Chamando a
medida de O(t) e a grandeza que se mede de I(t), podemos
representar a medida como:

O(t)=I1(t)I(t)

* De modo que sua transformada de Fourier é dada por:

~ ~

O(w)=II(w)xl(w),onde

ATsen(mwAT)
TwAT

I1{w)=

AST203 - CVR 5-24
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Fig. 2-10  The resolution theorem is illustrated for a finite observation of extent W The data D(x) is limited to the nonzero extent of B(x). The data, d(;)?]
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in the transform demain is devoid of all sinusoidals with frequency greater than 1/W,
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Amostragem e aliasing
* Uma medida pode ser expressa como:
M (t)=TIT(t)I1(t)I(t)
* e sua transformada é portanto:
M(cw)=TIT (w)* 1 T1(cw)*1 ()
* Considerando At o intervalo de tempo entre medidas consecutivas,
temos que no espaco de freqiiéncias os pontos da transformada distam

de 1/At.

» Definimos, entdo, a frequiéncia de Nyquist:

* Para nao ocorrer aliasing:

w<wn

AST203 - CVR
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Espaco de Fourier,

Espaco direto, tempo PN
frequéncias

(W =AT)
I v v v o
Box sine
ﬂ —_—
¥ 0 W oy -t D a2 o>
E 2 W W

i
Box I Sine
1
W 0 W x> T 1 o>
=z 2 - -
W
Gray 5.26
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espaco direto
Fix) s ) : Dixy
|
X | |
X —= o X —a
espaco de Fourier
Friy it . a)
0 — PR— ) —
Fig. 2-11  Graphical illustration of the sampling of F(x) and the multiplicity af f(e) il causes. The data transform, a{g). shows undesirable
averlapping in the multiple structure (uligsing).
Gray 5.08
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Aliasing

— N —

Shah AX = At a1 Shah
e — Ax
== e L ]E]
i) = - (1] J —=p=
Gray
0,5
w =——
At
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Comentarios

* fungao caixa
» possui lobos importantes no espaco de freqiiéncia

» suavizar extremos para diminuir lobos

* usar dados subtraidos da média

» remove pico em o = 0 lembre que f(w) = integral de f(t)

» diminuigdo dos valor absoluto do sinal o que pode diminuir
amplificacdo de efeitos indesejaveis na convolugéo
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Fig. 4.5 An example of aliasing. Continuous sinusoids of 40 and 10 cycles
mm ™! are sampled by a detector with individual sensing elements on 20 ym
centres (S0 mm ™). w,,, =25 cycles mm ™! and w=10 is confused with

2 —w =40,

40 eycles mm ™! 10 cycles mm

AT
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Transformada de Fourier Discreta (DFT)
+ E uma transformada de um série finita de sinais discretos —
normalmente em fungéo do tempo.
* Dada uma sequéncia de N numeros (complexos)
D Xgs Xy «es Xyg
* ela é transformada na sequiéncia
O Xoo Xy, ooen X4
» através da DFT de acordo com a expressao
N-1 _2mi
X=> xe Nkn k=0,1,...,N—1
n=0
* sendo a inversa dada por
1 N-—1 2mi
_ N _
xn_NZxke kn n=0,1,...,N—1
k=0
5-32
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* Uma aplicagédo da técnica é a procura de periodos em uma série

Aplicacao

temporal de fluxos ou magnitudes

DFETI_NEW - DO5'in a BOX

[dleleta [clorta [plonte [f lases [s1pline [rleta
L Tuemn [z]loon [elixos [ilnfo esltlatistica
1.209 T T T T T T T T T
I I T T I T T T I T T
—_—
* -
¥ H
(. . i -
- E
: +
sigma= s
0.4311 | ¥ i :i% _
i * ¢$t
p i o
- £ 7
I o g
|3 : %
* z %
- - %
L s
_1.020 L T 1 1 1 L
752.51 5B7? .03|
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Diagrama em fase: HJD convertido para fase

Periodograma — DFT (Implementacao: Francisco Jablonski)

P

Teclas:

[Enter]

(

DFTI_NEW - DOS in a BOX

0.132468742 R = 0.5617 Tmax = ?52.75386 a0 =

0.00003883) ¢ 0.009) ¢ 0.0007)
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Ndata = 365 0.132432431 §.376
4.509E-01 Mperd .: qu| T @ T T
Curva de luz I \. ]
Magnitude x HJD L |
.000E+00 AA&MM ! V U \U U .
P=07 P=01
f=1.428 f =10.
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Sinais astronémicos
e
‘ flutuagoes fundamentais
* Referéncias
» Léna (ed. 1) — Cap. 4
» Léna (ed. 2) — Cap. 6
» Walker - Cap. 2
‘ 2.0
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Sinal e ruido

* O sinal medido, no caso geral, depende nao sé do sinal da fonte,
mas também de uma componente devida a flutuagoes.

* Assim, o sinal medido x(t) pode ser expresso como:
D x(t) = x (t) A(t) + n(t),
- onde
- X (t) € o sinal da fonte (sinal de entrada)
- A(t) € um ruido multiplicativo
- n(t) € um ruido aditivo

* As flutuagdes podem ser:

» intrinsecas, quando relacionadas a natureza da radiagao
» incidentes, se de origem instrumental ou do ambiente
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Ruido do sinal

¢ O sinal tem um ruido intrinseco a sua natureza: ruido de fétons

* A atmosfera modifica a radiagcdo de uma fonte fora da atmosfera
de modo dependente do tempo

* Ruido do detetor

» pode depender da temperatura e/ou de suas propriedades
quanticas

» o ruido do detetor pode em certas situagbes colocar-se como
uma limitagao pratica a medida de um sinal

AST203 - CVR 5-39

Ruido de fundo

* Mesmo sem um sinal da fonte um detetor pode fornecer uma
saida diferente de zero
* Exemplos
» corrente de escuro (de um CCD)

» no infravermelho a atmosfera, o telescopio e as componentes
oticas nao resfriadas emitem consideravelmente e compde
uma parte importante do sinal

» céu: o fundo do céu (devido a atmosfera terrestre) no é

completamente desprezivel e comumente tem uma
contribuicdo nao-nula no sinal medido
Estes ruidos sdo aditivos ou multiplicativos?

AST203 - CVR

Razao sinal-ruido

* A razao sinal-ruido relaciona-se a incerteza do estimador de uma
dada grandeza que se mede

* Vamos considerar, inicialmente, uma medida M composta pelo
sinal da fonte, S, e um ruido de fundo, B. A medida pode ser

5-38

representada como:
> M @ B Nosso objetivo &
determinar o sinal da fonte,

istoé, S

+ E comum podermos estimar a média e a variancia do sinal
medido, M, e do fundo, N. Assim:

AST203 - CVR
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* Arazao sinal-ruido é dada pela razédo entre o sinal e seu desvio padréo

» E comumente abreviada como S/N

S

2 88 Optical detectors and instruments
o
S

* No nosso exemplo, a razao sinal-ruido, S/N, pode ser estimada como:

S_
N

/ Signal ?

Fig. 3.27. Two extreme examples of noise. In the left-hand diagram, the signal is very
weak compared to the background, but is easily detected because the signal-to-noise
ratio is large: § << B but S/N >> 1. In the right-hand diagram, the signal is
comparable in intensity to the background, but its very existence is in doubt because

A eXpreSSéO para a razao sinal-ruido depende de the signal-to-noise ratio is of order one: § ~ B but S/N ~ 1.
como cada quantidade é estimada e da forma
como o ruido modifica o sinal

5-41 5-42
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Exemplo de S/N para um CCD

* Fundo (background), B:
»B=Nmqg+Dm

- N: nimero de fétons do céu por pixel

3.5 Photometric accuracy

- m: nimero de pixels
- q: eficiéncia quantica do detector (sera definida adiante)

- D: ruido por pixel
Position
= /*‘»: = 7o - = * Medida, M:
Aperture »M=nq+B=ngq+Nmqg+Dm
/ / - n: numero total de fétons da fonte
il * Sinal, S: 30 Si i
: Razao sinal/ruido
» S=M-B=nq
Background S = n—q
Source + background ﬁ_ Nmg+Dm
Fig. 3:28, The measured signal always includes the background. The vertical dashe e !
lines in the upper diagram, and the circles in the lower diagram, represent tl » Errodosinal, 6_:
aperture through which the measurements are made (see text). v

b o,~c, = VM

T

5-43 Considerando distribuicdo de Poisson 5-44
AST203 - CVR AST203 - CVR




Exemplo de S/N para um detetor no IR

* Fundo (background), B:
®»B=Nmqg+Dm
- N: nimero de fétons por pixel
- m: nimero de pixels
- q: eficiéncia quantica do detector (sera definida adiante)
- D: ruido por pixel

* Medida, M:
®»M=nq+B=ng+Nmqg+Dm

- n: numero total de fétons da fonte

e Sinal, S:

Razao sinal/ruido
» S=M-B=nq

nq
Vng+2[Nmgq+Dm]|

S
N
« Erro do sinal, o
2 2 2
~ +
[ G, ~ 0, c,
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Flutuagées fundamentais

* As medidas associadas a uma onda eletromagnética (campo
elétrico ou numero de fotons, por exemplo) podem ser
compreendidas como variaveis aleatorias.

+ E possivel estimar a variancia associada a essas grandezas
considerando:

» a poténcia da radiagao de corpo negro dada por

-1
hv

kT

P(v)=hv|exp —1 em W Hz™'

» e a variancia da energia W de um sistema termodinamico que
pode ser expressa como

(AW?)=k T2 dW)
dT

AST203 - CVR
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Limite de detecgao

* Podemos afirmar que uma fonte foi detectada se ela possui uma
S/N > 3.

* Algumas pessoas consideram valores inferiores, sendo o valor 3
uma abordagem conservadora (preferivel)

AST203 - CVR

Ruido quéntico

e

on,,=K TZ%EI_V)zP(v) h\@[1}

* Ruido quéntico

* [sso resulta em:

Ruido térmico

» segue a distribuigdo de Poisson. Dada uma taxa média de
fétons por unidade de tempo dada por n, temos que:

N)=nT ol=nT
( N

o= AT

AST203 - CVR
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Fig.4.22. Regions where thermal and quantum noise dominate. The straight line hv = kT

separates the two regions
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