
4-1
A

S
T203-C

V
R

B
loco 4

B
loco 4

Estatística
Estatística

A
tualizado:

A
tualizado:

2012
2012

4-2
A

S
T203-C

V
R

B
ibliografia

●
Lena – C

ap. 4 (parte) - só a inspiração...

●
W

all &
 Jenkins, P

ractical statistics for astronom
ers

●
B

randt – S
tatistical and com

putacional m
ethods in data analysis

●
B

evington – D
ata reduction and error analysis for the physical 

sciences

●
G

nedenko &
 K

hinchin - A
n elem

entary introduction to the theory 
of probability

●
D

w
ass – P

robability: theory and applications

●
S

aridis – S
tochastic processes, estim

ation...

 Link interessante:
●

http://astrostatistics.psu.edu/
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Introdução
●

O
bservação

⇨
extração 

de 
parte

 
da 

inform
ação 

carregada 
pela 

radiação 
eletrom

agnética
⇨

seleção de inform
ação depende da técnica utilizada

⇨
resultado: um

 sinal

●
P

rocessam
ento de sinais im

portante em
 várias áreas, além

 da astronom
ia

⇨
telecom

unicações
⇨

controle de processos
⇨

m
edicina

●
 Ferram

entas im
portantes para o processam

ento de sinais

⇨
probabilidade e estatística

⇨
transform

ada de Fourier
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●
E

m
 um

a observação astrofísica, ao se realizar um
a m

edida, 
com

o em
 qualquer ciência experim

ental, tem
os com

o resultado 
um

 dado que deve ter sua:
⇨

avaliação correta e
⇨

exploração com
pleta.

●
U

m
 experim

ento pode ter seu objetivo classificado com
o:

⇨
am

ostragem
 

(sam
pling): 

para 
caracterização 

de 
um

a 
população

⇨
teste de um

a hipótese
⇨

estim
ativa de um

 parâm
etro
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A
curácia x precisão

●
acurácia: quão próxim

o do valor real está a m
edida

●
precisão: quão bem

 um
 dado valor foi determ

inado

⇨
o que cham

am
os norm

alm
ente de erro da m

edida está relacionada 
à sua precisão

●
erros sistem

áticos - afetam
 a acurácia: 

⇨
diferença entre o valor real e a m

edida que podem
 ser reproduzidos

→
introduzidos por falhas de procedim

ento
⇨

tendências da m
edida

●
erros aleatórios - afetam

 a precisão

⇨
m

edida da flutuação dos dados relacionada a precisão finita dos 
dados
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●
A probabilidade, P

(ζ), do evento
 ζ é um

 núm
ero positivo entre 0 e 

1.⇨
Q

uando se pensa em
 um

 único evento, a sua probabilidade 
só pode ser definida em

 condições invariantes

●
D

ois 
eventos

 são cham
ados 

independentes, 
ζ

1
 e

 ζ
2 , 

se 
a 

ocorrência de cada um
 deles é com

pletam
ente desassociada da 

outra, isto é, a ocorrência de 
ζ

1 não interfere absolutam
ente na 

ocorrência de 
ζ

2 . N
esse caso, a probabilidade dos dois eventos 

ocorrerem
 sim

ultaneam
ente é dada pela m

ultiplicação de suas 
probabilidades:

P
(ζ
1  e

   ζ
2 ) = P

(ζ
1 ) . P

(ζ
2 )

Probabilidade
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Exem
plo

●
C

onsidere o lançam
ento de um

a m
oeda com

 dois possíveis 
resultados, cara e coroa, de m

esm
a probabilidade:

ζ
1 : cara

ζ
2 : coroa

P
(ζ

1 ) = P
(ζ

2 ) = 0.5
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Variáveis aleatórias ou estocásticas
●

A
o se realizar um

 experim
ento, norm

alm
ente, não existe apenas 1 

resultado possível, m
as vários. A

ssim
, podem

os pensar em
 um

 conjunto 
de resultados possíveis para um

 dado experim
ento.

●
P

orém
, 

esse 
conjunto 

ainda 
não 

define 
o 

com
portam

ento 
de 

um 
experim

ento. É
 necessário saber quais são as probabilidades de um 

dado 
resultado 

ocorrer: 
D

aí 
entra 

os 
conceitos 

de 
função 

 
de 

distribuição e de densidade de probabilidade.

●
P

or 
que 

um
 

resultado 
não 

é 
sem

pre 
o 

m
esm

o? 
P

orque 
existem 

condições que determ
inam

 o resultado que não conseguim
os levar em 

conta 
ou 

controlar. 
E

sses 
desvios 

podem
 

ser 
expressos 

de 
um

a 
m

aneira estatística.

●
A

ssim
, o com

portam
ento de um

a variável aleatória é definido por:

⇨
seu espaço am

ostral
⇨

sua distribuição de probabilidades
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Evento
●

D
efinim

os com
o um 

evento
 um 

subconjunto de resultados 
dentro do espaço am

ostral. A um
 evento pode ser associado um

a 
probabilidade, de acordo com

 as probabilidades dos resultados 
(eventos elem

entares)

●
Exem

plos de eventos:

⇨
{ x

(ζ) <  0,74 }

⇨
5 caras consecutivas
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A densidade de probabilidade (de um
a variável aleatória), f(x), 

é tal que a probabilidade, P, da v.a. x(ζ) estar entre dois 
valores x

1  e x
2  é:

⇨
S

e 
pensarm

os 
em

 
eventos 

discretos 
(não 

contínuos), 
a 

distribuição de probabilidade pode ser expressa a partir das 
probabilidades, p

i , de cada evento, ζ
i , com

o:

P
=∫x

1

x
2

f
xdx

fx=∑
i
p
i 

x−
x
i 

D
ensidade de probabilidade
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Probabilidade cum
ulativa

●
A probabilidade cum

ulativa, F(x), ou função de distribuição é a 
probabilidade da variável aleatória x(ζ) possuir um

 valor m
enor 

que x:

●
A função F(x) é tal que:

⇨
F(-∞

) = 0
⇨

F(∞
) = 1 (norm

alizada)
⇨

F(x) é um
a função crescente

⇨
F(x) é contínua à direita

F
x=∫−

∞ x

fudu
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D
escrição de um

a variável aleatória
●

C
onsidere um

a função, H
, dependente de um

a variável aleatória 
f(x).
⇨

H
[f(x)] é tam

bém
 um

a variável aleatória
⇨

e possui um
a distribuição de probabilidade que a descreve

●
P

odem
os pensar em

 um
a m

edida com
o um

 procedim
ento para 

determ
inar a variável aleatória que descreve a obtenção de um

a 
grandeza física que é inicialm

ente desconhecida

●
A

ssim
, é adequado ter m

eios para descrever a variável aleatória, 
m

esm
o que parcialm

ente, a partir das m
edidas

●
E

ntretanto, 
vam

os 
inicialm

ente 
introduzir 

algum
as 

definições 
form

ais que dependem
 do conhecim

ento da variável aleatória

4-19
A

S
T203-C

V
R

A chart displaying the speed 
probability density functions 

of the speeds of a few
 noble gases 

at a tem
perature of 298.15K

 (25 C
).

W
ikipedia

D
istribuição

Velocidade + provável

Velocidade m
édia

fv=
4


m
2

kT  3/2v

2exp[ −
m
v
2

2kT ]
v
p =

2kTm

〈v〉=
8k
T


m
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M
om

entos
●

O
 m

om
ento em

 torno da origem
 de ordem

 k, 
λ

k , de um
a v.a. é dado 

por:

●
P

odem
os tam

bém
 definir o m

om
ento central que é dado por:

●
S

e conhecem
os todos os m

om
entos, conhecem

os a distribuição f(x)

λ
k =
E

{x
k}=∫−

∞ ∞

x
k
f(x)dx


k =
E

{x−

 k}=∫−

∞ ∞

x−

 kf

xdx
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istribuição de m
ais de um

a variável aleatória
●

Vam
os considerar um

a variável aleatória, y, que é com
posta por n 

variáveis 
aleatórias 

de 
m

odo 
que 

podem
os 

escrever 
sua 

distribuição cum
ulativa de densidade com

o:

⇨
F(x

1 , x
2 , ... ,x

n ) 

●
A densidade de probabilidade pode ser escrita com

o:

●
S

e as probabilidades associadas a cada v.a. são independentes, 
as v.a. tam

bém
 serão independentes. N

esse caso, tem
os que:

fx
1, x

2,. ..,x
n =

∂
n

∂
x
1 ∂
x
2 ...∂

x
n F

x
1, x

2, ...,x
n 

fx
1, x

2,. ..,x
n =

g
x

1 g
x

2 ...g
x
n 
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●
P

odem
os definir os m

om
entos em

 torno da origem
 nesse caso 

com
o:

⇨
λ

k1 k2 ... kn  = E
{ x

1 k1  x
2 k2 ... x

n kn }

●
E

 os m
om

entos centrais com
o:

⇨
µ

k1 k2 ... kn  = E
{ (x

1  - 〈x
1 ) k1 (x

2  - 〈x
2 ) k2 ... (x

n  - 〈x
n ) kn }

●
O

 valor esperado pode ser expresso com
o:

E
{H

x}=∫
H

xf
xd

x
,

onde
x=

x
1, x

2, ...,x
n 
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A
lguns m

om
entos específicos

●
M

édias

⇨
λ

10...0  = E
{ x

1 1  x
2 0  ... x

n 0 } =
 E{ x

1 } =
 〈x

1   

⇨
λ

01...0  =
 E{ x

1 0  x
2 1  x  ... x

n 0 } =
 E{ x

2 } =
 〈x

2   

⇨
...

●
Variâncias

⇨
µ

200...0  = E
{ (x

1  - 〈x
1 ) 2 } =

 s 2(x
1 )

⇨
m

020...0  =
 E{ (x

2  - 〈x
2 ) 2 } =

 s 2(x
2 )

⇨
...

●
C

ovariâncias

⇨
c

ij  =
 cov(x

i ,x
j ) =

 E{ (x
i  - 〈x

i ) (x
j  - 〈x

j )  }
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Lei de propagação de erros

●
U

m
a variável aleatória com

posta por v.a. independentes possui 
as covariâncias nulas.

●
S

e um
a variável aleatória y é um

a com
binação linear de variáveis 

aleatórias independentes, podem
os definir a lei de propagação 

de erros:


y 2=∑j=

i

n
∂
y

∂
x
j  2

xj 2
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A
lgum

as distribuições de probabilidade im
portantes

●
D

istribuição norm
al ou G

aussiana

⇨
Se η = 0, a distribuição é dita centrada

⇨
Função cum

ulativa de probabilidade:

f
x=

1


 2

exp[ −

x−

 2

2
2]

 F
x=∫−

∞ x

f
g u

du=
12 { 1

erf x−



 2 }

 onde

 erf
x=

2
 ∫0 x

exp
−
t 2dt
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W
ikipedia

Funçao de distribuição de probabilidade G
aussiana
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W
ikipedia

Funçao cum
ulativa de probabilidade G

aussiana

4-32
A

S
T203-C

V
R

O
 teorem

a do lim
ite central 

ou teorem
a de Lyapunov

●
D

ada um
a série de variáveis aleatórias, x1, x2, x3, ..., xi, ..., xn, 

identicam
ente 

distribuídas 
e 

estatisticam
ente 

independentes 
(com

 desvio padrão não nulo), a variável aleatória representada 
pela som

a das v.a. acim
a tende à distribuição norm

al quando n 
tende a infinito.
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W
ikipedia

Funçao de distribuição de probabilidade de Poisson
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W
ikipedia

Funçao cum
ulativa de probabilidade de Poisson

Barras horizontais representam
 que a função cresce 

aos saltos, pois a função de distribuição de probabilidade
só existe para valores inteiros
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Freqüência
●

A probabilidade de um
 dado evento não é norm

alm
ente conhecida. 

●
M

uitas 
vezes 

a 
m

edida 
tem

 
com

o 
objetivo 

a 
determ

inação 
da 

probabilidade associada a um
 evento

⇨
de m

odo m
ais geral, um

 experim
ento pode fornecer a distribuição 

de probabilidade dos resultados possíveis

●
N

esse caso, pode ser útil a definição de freqüência, h, do evento j:

⇨
h é a fração de ocorrências do evento j com

 relação ao núm
ero total 

de experim
entos

⇨
h 

é 
um

a 
variável 

aleatória 
da 

qual 
podem

os 
definir 

m
édia 

e 
variância

●
É

 
com

um
 

considerar 
a 

freqüência 
h 

com
o 

um
a 

estim
ativa 

da 
probabilidade real do evento j
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Lei dos grandes núm
eros

●
A freqüência de um

 evento – fração do núm
ero de ocorrências 

com
 relação ao núm

ero total de experim
entos, h - tende ao valor 

real da probabilidade, p, com
 o aum

ento do núm
ero de repetições 

do evento
⇨

É
 possível dem

onstrar que:
→

a m
édia de h tende a p

→
a variância da m

édia dim
inui com

 o núm
ero total de 

experim
entos
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●
P

opulação: conjunto de todos os resultados possíveis de um 
experim

ento
⇨

pode ser finito ou infinito
⇨

discreto ou contínuo

●
A

m
ostra: sub-conjunto da população que resulta de um

a série de 
experim

entos
⇨

podem
os considerar que os resultados da am

ostra seguem 
um

 distribuiçao de probabilidade da variável aleatória que os 
descrevem

●
Am

ostragem
 aleatória

⇨
elem

entos das am
ostras, eventos, são independentes

⇨
cada evento é am

ostrado pela m
esm

a variável aleatória e 
portanto pela m

esm
a densidade de probabilidade
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●
U

m
a função da am

ostra é um
a variável aleatória e é cham

ada de 
estatística

●
Exem

plo: considere um
a am

ostra de n resultados, 
z

i : x
1 (z

1 ), 
x

2 (z
2 ), x

3 (z
3 ), ... , x

n (z
n )

⇨
m

édia da am
ostra

 x=
1n ∑

i
x
i
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Estim
ativa de parâm

etros

●
S

uponham
os um

 experim
ento cuja form

a funcional da densidade de 
probabilidade 

dos 
resultados, 

f(x), 
seja 

conhecida, 
m

as 
cujos 

parâm
etros não conhecem

os.

●
E

sses parâm
etros podem

 ser estim
ados pela am

ostra

⇨
E

xem
plo: aproxim

ação da em
issão de um

a estrela por um
 corpo 

negro. 
→

C
onsideram

os que a densidade de fluxo  segue a lei de P
lanck, 

m
as não conhecem

os a tem
peratura. A tem

peratura pode ser 
estim

ada pelo índice de cor.

●
S

e o valor estim
ado baseia-se em

 um
a am

ostra, ele é um
a estatística, e 

especificam
ente um

 estim
ador, S

S
=
S
x

1, x
2, x

3, ...,x
n 
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Estim
adores

●
E

stim
ador sem

 viés
⇨

seu valor independe do tam
anho da am

ostra

●
E

stim
ador consistente

⇨
sua dispersão tende a zero para um

a am
ostra infinita

E
{S

x
1, x

2, x
3, ...,x

n }=

,    ∀

n

limn∞


S
=
0
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A
m

ostragem
 de população

●
P

opulação:
⇨

N
 elem

entos
→

y
1 , y

2 , y
3 , ..., y

N     

●
A

m
ostra

⇨
n elem

entos
→

x
1 , x

2 , x
3 , ..., x

n     

●
M

édia da am
ostra

⇨
A m

édia da am
ostra possue com

o valor esperado a m
édia da 

população

 x=
1n ∑

i
x
i

E
{ x}=

 y
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A distribuição ao lado foi
ajustada a um

a G
aussiana.

A m
édia da am

ostra é igual ao
valor m

édio da G
aussiana?

Você poderia estim
ar 

visualm
ente a m

oda da 
distribuição observada?
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R
oot m

ean square (R
M

S)
M

édia quadrática

●
A m

édia quadrática é útil para term
os um

a noção do valor m
édio 

do valor absoluto de um
a grandeza, independentem

ente de seu 
sinal

RM
S
=

1n ∑
i n

x
i  2
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M
edidas com

 diferentes precisões
●

O
s estim

adores de um
a am

ostra citados até agora consideram 
que todas as m

edidas possuem
 o m

esm
o erro. M

as, esse pode 
não ser o caso.

●
C

onsidere um
a série de m

edidas (x1 , x2 , ... ,xn ), 
 as quais 

podem
os associar diferentes distribuições de probabilidade que 

possuem
 

m
esm

a 
m

édia 
h, 

m
as 

diferentes 
variâncias 

(s 21 , 
s 22 , ... ,s 2n )

●
N

esse caso, a m
édia da am

ostra e sua variância são dadas por:

 x=
∑
i n

x
i /

i 2

∑
i n

1/
i 2


2 x={ ∑

i n

1/
i 2} −

1
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Estatística

●
U

m
a quantidade calculada a partir dos valores de um

a am
ostra é 

cham
ada de estatística

●
A

ssim
, um

 estim
ador é um

a estatística
⇨

a m
édia é um

a estatística
⇨

a variância é um
a estatística

⇨
etc



4-49
A

S
T203-C

V
R

H
ipótese nula

●
D

e 
 m

odo geral, a hipótese nula é a hipótese inicialm
ente 

assum
ida. 

●
É

 com
um

 realizar testes estatísticos para estim
ar se ela é válida 

ou não.
⇨

isso se faz pelo cálculo de um
a 
estatística específica para o 

teste desejado

●
A essa estatística costum

a se associar um
 grau de confiança que 

a hipótese nula seja válida, dado pela probabilidade da estatística 
ocorrer

4-51
A

S
T203-C

V
R

Teste de χ 2 da qualidade do ajuste

Teste de hipótese 
●

O
 teste de χ2 é usado para com

parar um
 conjunto de dados, D

i, 
aos valores esperados (um

 m
odelo, por exem

plo), M
i

      N
esse caso, podem

os definir a estatística do teste de χ2 

⇨
cuja função de densidade é:

χ
2=∑

i n
(D

i −
M

i ) 2

M
i

 f(χ
2)=
k(χ

2) λ
−
1e

−
χ
2

2

 onde

 λ
=
n2

 k=
1

Γ
(λ

)2
λ n: graus de liberdade
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●
C

om
o testar a hipótese nula, isto é, que os dados sejam

 bem 
representados pelo m

odelo?

●
E

m
 prim

eiro lugar, você deve definir com
 qual grau de confiança 

você quer testar a hipótese.
⇨

O
 valor norm

alm
ente usado é 5%

 ou m
enos. Isto é, o X

2 é 
m

aior que o valor m
edido em

 apenas 5%
 (ou m

enos) dos 
casos se a hipótese nula é verdadeira.

●
O

 problem
a define qual o grau de liberdade.

●
A seguir, você deve com

parar qual o valor obtido com
 o X

2 com
 o 

esperado para o grau de confiança definido. S
e o X

2 for m
aior, 

você descarta a hipótese nula com
 5%

 de confiança.

●
Vide a seguir alguns valores da probabilidade de X

2 com
o função 

do grau de liberdade.
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http://en.w
ikipedia.org/w

iki/C
hi-squared_distribution
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D
ensidade de probabilidade de χ 2 

k: graus de liberdade
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Funçao cum
ulativa de probabilidade de χ 2 

k: graus de liberdade
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M
étodo dos m

ínim
os quadrados

●
U

m
a m

edida, yj , pode ser considerada com
o:

●
P

odem
os determ

inar εj  de m
odo que:

y
j =
x


j

erro

quantidade
desconhecida

∑
j


j =∑

j
x−

y
j  2=

m
ínim

o
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étodo dos m

ínim
os quadrados

●
R

ealização de n m
edidas do valor x representados por yj , com

 cada 
m

edida possuindo variância estim
ada de σ

j 2  

●
x é um

a função conhecida de n
p  parâm

etros desconhecidos

●
P

odem
os definir:

●
M

 segue um
a distribuição de probabilidade de χ

2 

⇨
o núm

ero de graus de liberdade é (n - n
p )

●
A

lém
 disso, a m

inim
ização de M

 perm
ite um

 m
étodo para determ

inar os 
parâm

etros n
p  

M
=∑

j n
x−

y
j  2


j 2


