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3.0 Introducio
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3.0 Introducio
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3.0 Introducio
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3.0 Introducio

Gravitacao Newtoniana

Gravitagio é uma forga que
se propaga instantaneamente
entre corpos materiais.

Earth's Gravity Well

Gravitational Potential Energy per Unit Mass [MJ / kg]

>~. Gravitational component of
energy in geosynchronous orbit

-.-.. Gravitational component of
energy in low earth orbit (LEO)

1 ] | ] ] 1
20 40 60 80 100 120 140
Height Above the Surface of the Earth [x]000 km]

https://askeyphysics.org/2014/11/16/1110-1114-
interstellar-rosetta-gravity-g-free-fall/gravitywell/

https://physics.stackexchange.com/questions/406104/what-
does-spacetime-look-1ike-near-a-black-hole
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3.0 Introducio

Gravitacio Newtoniana Relatividade Geral

Gravitagdo é uma torga que Gravitacio é uma manifestacio
se propaga instantaneamente da curvatura do espago-tempo.
entre corpos materiais. Solu(;("jes admitem propagacao

GMm de ondas do espaco-tempo.

Equaciao de Einstein
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3.0 Introducio

Gravitacio Newtoniana Relatividade Geral
Gravitagdo é uma forga que Gravitacio é uma manifestacio
se propaga instantaneamente da curvatura do espago-tempo.
entre corpos materiais. Solu¢des admitem propagacio

== GMm de ondas do espaco-tempo.
EiE = R B ivos ot B

Sl

F(R) = —VV{F) = —mVa(7) G = — T
Valida no limite de baixos Teoria mais correta da
valores de potencial |®|; gravitacdo, vidlida tanto para os

v b limites de alta como de baixa
curvatura do espaco-tempo,
concordando com a previsio
Newtoniana (no limite cléssico,

1.e., baixa curvatura).



3.1 Gravitacio Newtoniana

Espaco e tempo absolutos.

Espaco é Euclideano (“plano”),
obedecendo aos axiomas e teoremas

da geometria de Euclides.
Euclides (fl. 300 A.C.)

Todo objeto no Universo possui

uma propriedade, dita “massa

mercial” e out iedade, dit
[saac Newton (1642-1727) Imercial € outra propriedade, dita
“massa gravitacional”.

2a. Le1 de Newton: Forga gravitacional:
GM,mg
fra2

e e e

https://en.wikipedia.org/wiki/Isaac_Newton#/ https://en.wikipedia.org/wiki/Euclid#/media/
10
media/File:Godfreykneller-IsaacNewton-1689. jpg File:Euklid-von-Alexandria_1.jpg
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3.1 Gravitacao Newtoniana

GMg g (mg

2a. Le1 de Newton: T Forga gravitacional:

e <:::> GMgmyg

==

https://pt.wikipedia.org/wiki/Galileu_Galilei#/media/ 1 1
Ficheiro:Justus_Sustermans_-_Portrait_of_Galileo_Galilei,_1636.7jpg
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3.1 Gravitacao Newtoniana

Galileu Galilei (1564-1642)

2a. Le1 de Newton: T Forga gravitacional:

e <:::> GMgmyg

== =
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3.1 Gravitacao Newtoniana

Magnitude da
aceleragdo gravitacional

nas proximidades da : : :
Estimativas atuais

] <« 1em 10

superficie da Terra
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GMg o (Mg
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7’@ T
2a. LLe1 de Newton: Forga gravitacional:
F = m;a @ e G Mgmyg
7a2
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3.1 Gravitacao Newtoniana

Principio da Equivaléncia:

m = m; = Mg

14



3.1 Gravitacao Newtoniana

Em cada ponto do espacgo,
existe uma aceleracio
univocamente determinada.

7 a(7) Principio da Equlvalen(na:

= 25 = i — e — T
a(r) = == —Vo(r)
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3.1 Gravitacao Newtoniana

Equag¢io de Poisson:

Em cada ponto do espaco,

V20(7) = 47 G p(F)

existe uma aceleracio
univocamente determinada.

r— a(T)

427

d(F) = — = —Ve(
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3.1 Gravitacao Newtoniana

Transtormacio Galileana entre referenciais inerciais:

—_ papr—e—

Z 2F F
& dt?2 m

b



3.1 Gravitacao Newtoniana

Transtormac¢io Galileana entre referenciais inerciais:

e Origens dos dois
referenciais coincidem em
t=t' =0
>
X )
Z A

“Tempo absoluto,

Mossan (constante)
prépria natureza
sem relacio com =

»
nada externo

T — Vgl



3.2 Fundamentos da Relatividade Restrita

Einstein (1905): Relatividade Restrita (RR)
Einstein (1915): Relatividade Geral (RG)

RR: "On the Electrodynamics of Moving Bodies":

- Incompatibilidade da mecaAnica com as equacdes

de Maxwell;

- Resultado nulo do experimento de Michelson-

Morley (inexisténcia do éter).

https://en.wikipedia.org/wiki/Albert_Einstein#/media/File:Einstein_patentoffice. jpg 19
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3.2 Fundamentos da Relatividade Restrita

RR: correcio da mecinica (sem a presenca da
gravitacdo), a partir de dois postulados fundamentais.

1) As equacdes que descrevem as leis basicas da

fisica sio as mesmas em todos os referenciais
Inerciais.

20



3.2 Fundamentos da Relatividade Restrita

RR: correcio da mecinica (sem a presenca da
gravitacdo), a partir de dois postulados fundamentais.

1) As equacgdes que descrevem as leis bdsicas da
fisica sio as mesmas em todos os referenciais

Inerciais.

2 1 https://www.physicscentral.com/explore/plus/images/Galileo-s-Ship-large. jpg
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3.2 Fundamentos da Relatividade Restrita

RR: correcio da mecinica (sem a presenca da
gravitacdo), a partir de dois postulados fundamentais.

1) As equacdes que descrevem as leis basicas da
fisica sio as mesmas em todos os referenciais

HCECal Equagdes de Maxwell
estabelecem a existéncia
\\\ de ondas
EI,‘ 5/7{“‘ - eletromagnéticas (OEM)
111 se propagando com a

velocidade da luz (c).

Se as Equacoes de Maxwell

sdao 1dénticas em todos os

referenciais inerciais, entio as
. / \x OEM viajam a velocidade ¢
em todos os referenciais
Inerciais.

http://psi.phys.wits.ac.za/teaching/Connell/phys284/2005/1ecture-01/lecture_01/node5.html 22
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3.2 Fundamentos da Relatividade Restrita

RR: correcio da mecinica (sem a presenca da
gravitacdo), a partir de dois postulados fundamentais.

1) As equacdes que descrevem as leis basicas da

fisica sio as mesmas em todos os referenciais
Inerciais.

2) A veloaidade da luz no vacuo possul o mesmo
valor (c) em todos os referenciais inerciais.
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3.2 Fundamentos da Relatividade Restrita

Z I Z==
N >.../' =
X X
Vx
—
(constante)
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3.2 Fundamentos da Relatividade Restrita

(constante)

)

Z Z
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3.2 Fundamentos da Relatividade Restrita

2 :$2_|_y2 —|—22
Z Z t/)2

I 4 = (2")* + (y)* + (¢)°

(constante)

)

Z Z
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3.2 Fundamentos da Relatividade Restrita

P =zt 4yt + 27

Z Z e t/)2 e (:E/)Z 1L (y/)2 1L (Z/)2
y
| }; '/y' Transformacido Galileana:
-L. < > - ZU/ _— T — ’Uxt
X DS —
Vx y/ sy,
feresasisaas
(constante) e =
y
Z Z.

27~



3.2 Fundamentos da Relatividade Restrita

y P =zt 4yt + 27
- = 1 = @)+ )P + ()
’
| }; '/y' Transformacido Galileana:
—. = =
X X
Vx
q
(constante)
Z 7, : Transformacio de Lorentz:

-
—
~~

|

v(z — vyt)
: Y=ol

S Y /

/

/ e —

_u_ i 4 5 t = ~(t—uvzx/c?)

N\ W

1
= Vi- ()
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3.2 Fundamentos da Relatividade Restrita

Como a Transformacio de Lorentz da RR rompe as
no¢bes Newtonianas de espaco e de tempo?

’ &’

s Z , (constante)

LR

"0 2

9 3
4

25



3.2 Fundamentos da Relatividade Restrita

Como a Transformacio de Lorentz da RR rompe as
no¢des Newtonianas de espaco e de tempo?

’ &’

Z | Z | (constante)

e &
PN
A n { 1 i

£10 s 2%
& L/ i
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3.2 Fundamentos da Relatividade Restrita

Como a Transformacio de Lorentz da RR rompe as
no¢des Newtonianas de espago e de tempo?

’ &’

Z | Z , (constante)

n 2

51



3.2 Fundamentos da Relatividade Restrita

Como a Transformacio de Lorentz da RR rompe as

no¢des Newtonianas de espago e de tempo?

y &}

Z | Z , (constante)

n 2

>
X
) n
5
X
Y+ (11 —wa)’ + (21 — 24

V(Z — vgt)
y
Z

Y(t — vyz/c?)

Al £ AL
NN,
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3.2 Fundamentos da Relatividade Restrita

Como a Transformacio de Lorentz da RR rompe as
no¢des Newtonianas de espago e de tempo?

Vx
» ﬁ
zZ Z , (constante)
g
Y o/ .
=4 Al + AL
...................... > » /
Z, = P & At # At
'; ( ‘723\} ‘ 2 ; e
\17 iz f y y .. ;: o } Invariante:
- / / N’ separac¢io entre os
T PP T PP RP P PP EPEPRT LT PRPPRPTETPPRPIPTD > » eventos 1 e 2 no
X X

espaco-tempo

(As)? = = (A)? + (A0)? (As)? = —c*(At)? + (AL)? As = As'
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3.2 Fundamentos da Relatividade Restrita

Como a Transformacio de Lorentz da RR rompe as
no¢bes Newtonianas de espaco e de tempo?

Fapaco-tempo guadrimendsional de Minkowoki

TIME

S\\IRE | GHT COM

OBSERVER —

5PACE

AAST LIGHT CON:
(1864-1909)

https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/c/c5/De_Raum_zeit_Minkowski_Bild. jpg 54 https://en.wikipedia.org/wiki/Minkowski_space#/media/File:World_line.svg
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3.2 Fundamentos da Relatividade Restrita

Como a Transformacio de Lorentz da RR rompe as
no¢des Newtonianas de espaco e de tempo?

simultaneidade entre dois eventos é um conceito relativo
dilatacdo tempo
contracao Lorentz

35



3.3 Fundamentos da Relatividade Geral

Generalizar a RR na presenca da gravidade.

manifestacio da
curvatura
do espaco-tempo

Constatacio fundamental de Einstein:
“Principio da Equivaléncia”.

“ . . . . )
O pensamento mats feliz da minba vida
(“The Origins of the General Theory of Relativity”, lecture 1933)

https://thecuriousastronomer.files.wordpress.com/2014/12/img_3316. jpg 56
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3.3 Fundamentos da Relatividade Geral

Principio da Equivaléncia

& i}
v S n

Theoretical Concepts in Physics (Longair, 1984). 0%



3.3 Fundamentos da Relatividade Geral

Principio da Equivaléncia

https://thecuriousastronomer.files.wordpress.com/2014/12/tmp7910_thumb_thumb. jpg 58


http://www.j-giesen.de/astro/NaturalUnits/planck.html
http://www.j-giesen.de/astro/NaturalUnits/planck.html

3.3 Fundamentos da Relatividade Geral
Principio da Equivaléncia

Feixe de luz se encurva na
presenca de gravitagio.

Principio de Fermat: a luz viaja entre dois
pontos do espaco através de um trajetdria
que minimiza o tempo de viagem.

Considerando ¢ = constante
(vdcuo) e espaco Euclideano:

menor tempo - menor espago > reta.

Espaco-tempo € curvo na
presenca de massa-energia.

59 https://thecuriousastronomer.files.wordpress.com/2014/12/tmp7910_thumb_thumb. jpg
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3.3 Fundamentos da Relatividade Geral

Geodésica: trajetéria mais curta entre

dois pontos.

RG: objetos se movem seguindo a
) 2)
geodésica no espago-tempo.

RG: a aceleracido gravitacional de

um objeto é independente de sua
massa € ComposIi¢ao.

https://pt.wikipedia.org/wiki/Geod%C3%A9sica#/media/Ficheiro:Geodesiques.png

40 https://math.stackexchange.com/questions/316852/geodesics-on-a-2-sphere
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3.3 Fundamentos da Relatividade Geral

Newton:
B MM Massa diz a gravidade como
& = exercer forca.
d*r == A forca diz & massa como
By

acelerar.

41




3.3 Fundamentos da Relatividade Geral

Newton:

- G]\gm Massa diz & gravidade como
r

B F
T

exercer forca.
A forca diz & massa como

acelerar.

Einstein:
Massa-energia diz ao
I

cd

espac¢o-tempo como curvar.

G il

Espago-tempo curvo diz a
massa-energia cComo se

mover.

42



3.4 Conceitos de Métrica e Curvatura

Finstein procurou uma equacio de campo que

pudesse relacionar a curvatura do espaco-tempo a
sua densidade de massa-energia.

S7lx

cd

V20 = 47Gp Analogia Gy — I

campo vetorial campo tensorial

Como podemos descrever matematicamente a
curvatura do espago-tempo?

43



3.4 Conceitos de Métrica e Curvatura

Nota importante:

Vamos incialmente considerar supertficies bidimensionais de
espagos com curvaturas isotrépicas e uniformes. Depois,
vamos generalizar essas superficies para espacos de maior
dimens3o.

Por exemplo, a superficie bidimensional de uma esfera é dita
“2-esfera”, e podemos visualizd-la a partir do espaco
tridimensional Euclideano (uma vez que a 2-esfera pode ser
inserida neste).

44



3.4 Conceitos de Métrica e Curvatura

Nota importante:

A superticie andloga da 2-esfera em 3 dimensdes é a “*3-estera”,
mas nio conseguimos visualizd-la, pois iria requer nossa
capacidade de processar visualmente o espaco Euclideano
quadrimensional, onde ela estaria inserida.

Podemos, entretanto, entender a 3-esfera analogamente I

2-esfera, como o conjunto de pontos equidistantes de um ponto
central no espaco Euclideano quadrimensional.

45



3.4 Conceitos de Métrica e Curvatura

Nota importante:

A 2-esfera e seus andlogos em maiores dimensdes tém
curvatura positiva.

Os dnicos outros espagos que possuem curvatura isotrépica e
uniforme s3o os espacos planos Euclideanos, de curvatura
nula, e os espacos com curvatura negativa: o 2-hiperboléide
e seus andlogos em maiores dimensdes.

46



3.4 Conceitos de Métrica e Curvatura

Sejam «, B e y os Angulos internos de um triAngulo sobre a superficie bidimensional.

Positive Curvature

A
et e
=

http://abyss.uoregon.edu/~js/cosmo/lectures/lecl5.html 47
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3.4 Conceitos de Métrica e Curvatura

“distAncia geodésica”

2-Esfera: superffcie com

curvatura positiva.

dl? = dr? + du?
df? = dr® + R?sin’(r/R)d¢’
ENS

€ V. ° y”»
metrica

H—

R
r = Rsin(r/R)
du = xdp = Rsin(r/R)d¢

48



3.4 Conceitos de Métrica e Curvatura

ZE df* = dr® + R* sin“(r/R)dg”
N fmax = ¢R (antipodas da esfera)

| 2

417 Aecsfera = 4TR

Superficie de curvatura positiva uniforme tem

area finita.

A6 = dr® + du’

Plano: sem limite maximo de distAncia, 4rea infinita.

d¢? = dr? + R?sinh*(r/R)d6?

Superficie de curvatura negativa uniforme: sem

limite maximo de distincia, drea infinita.

49



3.4 Conceitos de Métrica e Curvatura

Extensdo para (“hiper”)superficies tridimensionais,

com curvatura homogénea e 1sotrépica.

Fazemos uma analogia com a métrica do espago Euclidiano
plano (k = 0):
dt* = dz? + dy* + dz* (coordenadas cartesianas)

dl? = dr? + r°[df* + sin®(0)de?] (coordenadas esféricas)

3-esfera (k = +1):
dl* = dr? + R sin®(r/R)[df* + sin®(0)de?]

3-hiperboléide (k = -1):
d¢* = dr® + R? sinh®(r/R)[d#? + sin?(6)d¢?]

50



3.4 Conceitos de Métrica e Curvatura

As tinicas 3 métricas possivels para hipersupertficies

(3D) com curvatura homogénea e 1sotrépica podem
ser escritas de forma compacta como:

di< = dr® + SZ(r)d$) dQ? = d6? + sin®(9)d¢*
Rsin(r/R) (k= +1)

Seley )
Rsinh(r/R) (k= —1)

e



3.4 Conceitos de Métrica e Curvatura

di* = dr® + SZ(r)dQ? A% = db? + sin?(0)d¢?

Rsin(r/R) (k= 41)
D=5 (k = 0)
Rsinh(r/R) (k= —1)

[imites:

R k=0ork==1: K=+1:

S, ~r (Vk) lim Sl =69 S henNEE
S —UscNE ey

G



3.4 Conceitos de Métrica e Curvatura

dl* = dr® 4+ S2(r)dQ? d0? = d6* 4 sin?(0)dp>

Rsin(r/R) (k= +1)
O P 5 k=0)

(
Rsinh(r/R) (k= —1)

Y



3.4 Conceitos de Métrica e Curvatura

di? = dr® + S2(r)dQ? d0? = db? + sin®(0)d¢*

Rsin(r/R) (k= +1)
DRl (k = 0)
Rsinh(r/R) (k= —1)
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3.5 Métrica de FLRW

Na secdo anterior, vimos como expressar a métrica (separagio
entre dois pontos) de espacos tridimensionais de curvatura

homogénea e 1sotrépica.

Na RR e RG, ao invés da separacgio entre pontos num espago
3D, precisamos considerar a separac¢io entre dois eventos em

4D.

RR: espaco-tempo 4D (“plano”), métrica de Minkowska.

RG + hom. e isot.: espago-tempo quadrimensional (“curvo”),

métrica de FLRW.
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3.5 Métrica de FLRW

RR: separagido no espago-tempo entre dois eventos, 1 e 2.

Usaremos as coordenadas esféricas para a
parte espacial:

A2 =dz? +dy* +dz?  ——  d0? = dr® + r?[df? + sin®(0)d¢?]

t R o’ Evento 1: (ta r, 6)7 ¢)
dS“’."’ dt
—a Evento 2:
® (t+dt,r+dr,0 + db, é + do)
“espago 3D”
= N

métrica de Minkowski
ds® = —c2dt? 4 dr? 4+ r?d?
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3.5 Métrica de FLRW

-

ds?

métrica de Minkowski

= —c*dt? + dr® + r*d)°

componente espacial é Fuclideana

a7



3.5 Métrica de FLRW

métrica de Minkowski
—Adt? - dr? - r?dQ?

ds?

e
< 0
ds® = = 0
> ()

ds?

—1
( 0
Juv = 0

\ 0

Z Gudxt dx”
LV

(“time — like” )
(“null”) “light-like”
(“space — like”)

(convencio de Einstein)

v/

= g dxtdz”
0 0 0)
1 0 0 .
0 1 0 (tensor métrico)
0 0 1)

: | : | ) (assinatura da métrica -'convengio)

timelike worldline
/ ) lightlike worldline

future
light

cone

®
event

spacelike curve /

hypersurface of
simultaneity

58 https://www.pitt.edu/~jdnorton/teaching/HPS_0410/chapters/spacetime/index.html


http://www.j-giesen.de/astro/NaturalUnits/planck.html
http://www.j-giesen.de/astro/NaturalUnits/planck.html

3.5 Métrica de FLRW

(

ds?

métrica de Minkowski

= —c*dt* + dr® + r*dQ?

Féton: ds? =0

A trajetéria do féton é uma
geodésica nula no espago-tempo 4D.

l

Cada segmento ds da trajetéria é nulo.
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3.5 Métrica de FLRW

( ° ° ° \
métrica de Minkowski

ds? = —c?dt?® + dr? + r?dQ?

Féton: ds? =0

Traj et(/)ria radiaI: d€) =0 ﬁm;“;e workljil;:likeworldline
0,6=const)
2 2 e 2 @ TN ot | ones :vem‘ ‘_
C dt T dT i dt e ——C i spacelike curve )& /
/
-/
cone //
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3.5 Métrica de FLRW

-

\_

ds?

métrica de Minkowski

= —c*dt* + dr® + r*dQ?

~N

Espacgo-tempo com curvatura homogénea e

1sotrépica que pode expandir ou contrair:

Friedmann—Lemaitre—Robertson—Walker

ds® = —c*dt® + a(t)?]

métrica de FLRW

/

dr® 4+ S2(r)dQ°]

J

Fator de escala

/ =

SR

CL(tQ) =1

6l

‘ Ry SiIl(?“/R()) (/ﬁ) = —|—1)

7 C=10N
8 RO Sinh(T/R()) (/{ — —1)

(t=0)



3.5 Métrica de FLRW

4 )

métrica de FLRW
ds® = —c*dt* + a(t)?[dr® + SZ(r)dQ°]
| |

N |

¢ : =
tempo “césmico” ou “préprio” coordenadas “coméveis” ou “préprias” (7,0, ¢)
Tempo medido por um referencial que As coordenadas coméveis de um dado ponto
observa o universo expandindo de forma sdo constantes num universo expandindo de
uniforme e 1sotrépica ao seu redor. forma homogénea e 1sotrépica.

a(tg)

(0,0) (1,0) (0.0) (1.,0) (0,0) (1.0)

» time

62 www . damtp . cam. ac.uk/user/db275/cosmology . pdf
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http://www.j-giesen.de/astro/NaturalUnits/planck.html

3.5 Métrica de FLRW

4 )

métrica de FLRW
ds® = —c*dt* + a(t)?[dr® + SZ(r)dQ°]

N | y

v

{1 /, o »» @« , O~ i)
tempo cosmiCco ou pI’OpI’lO

S
Tempo conforme: e 1)

Fatorizacio da métrica de FLRW:

[ds2 — a(n)Q[—c2d772 + dfri—l— Sg(r)dQQ] J

/

/ métrica de Minkowski estatica

Fator de escala , S et
(pois as varidveis sio coméveis)

(reparametrizado)

ds’ = —c2dt? + dr? + r2dQ?
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3.5 Métrica de FLRW

=
Ao transformarmos para o tempo conforme, como a luz

viaja na geodésica nula (ds = 0), sua propagacio no espago-
tempo de FLRW ¢ matematicamente a mesma que no

espago-tempo de Minkowska.

S
Tempo conforme: e 1)

Fatorizacio da métrica de FLRW:

[ds2 — a(n)Q[—czan + dri—l— Sg(r)dQQ] J

/

/ métrica de Minkowski estatica

Fator de escala , S et
(pois as varidveis sio coméveis)

(reparametrizado)

ds’ = —c2dt? + dr? + r2dQ?
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3.6 Distancia Propria

(r,6,0)

féton emitido no

féton recebido no

tempo césmico to.

Introduction to Cosmology (Ryden, 2a. ed. 2017)

tempo césmico te.

65

Qual a distAncia entre a
galdxia e o observador,
considerando que o Universo
estd em expansdo?

A distAncia entre dois pontos
aumenta com o tempo.

Precisamos especificar o
tempo que estabelece a
distAncia correta.


http://www.j-giesen.de/astro/NaturalUnits/planck.html
http://www.j-giesen.de/astro/NaturalUnits/planck.html

3.6 Distancia Prépria

Comprimento da
Distancia prépria: d,(t) — geodésica espacial entre
dois pontos quando o
fator de escala é a(t).

—
— —
_——__
—

(0,0,0) ___________ 4’
N NV Métrica de FLRW para um t fixo:

féton emitido no d82 = a(t)Q[dTQ =k Sg (T)dﬂz]

tempo cosmico te.

féton recebido no

tempo césmico to. . . :
Ao longo da geodésica espacial percorrida pelo féton,

(A, = const)  os Angulos sio os mesmos, logo a métrica de FLRW
para um t fixo se reduz a:
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3.6 Distancia Prépria

Integrando ao longo da coordenada comével radial,
obtemos a distincia prépria num tempo t fixo:

—

dy(t) = a(t) [ dr = a(t)r
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3.6 Distancia Prépria

Integrando ao longo da coordenada comével radial,
obtemos a distincia prépria num tempo t fixo:

dp (t) = (t) 2 Not::f: r é .uma coordenada
comovel, 1.e., constante

d,(t) durante toda a expans3o.
E— ey tonst
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3.6 Distancia Prépria

Integrando ao longo da coordenada comével radial,
obtemos a distincia prépria num tempo t fixo:

dp (t) = (t) 2 Not::t: r é .uma coordenada
comovel, 1.e., constante

d,(t) durante toda a expans3o.
r = Cf( 5 — const

Qual ¢ a taxa de mudanca da distincia prépria entre dois pontos?

G = e
O] = G (1) = v,(t) —> dp=ar=(2)d,
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3.6 Distancia Prépria

Integrando ao longo da coordenada comével radial,
obtemos a distincia prépria num tempo t fixo:

dp (t) = (t) 2 Notzz: r é .uma coordenada
comovel, 1.e., constante

d,(t) durante toda a expans3o.
r = ;’( 5 — const

Qual ¢ a taxa de mudanca da distincia prépria entre dois pontos?

Gl = e
O] = G (1) = v,(t) —> dp=ar=(2)d,

: : Para o tempo atual
Constante de Hubble (hoje), t = to, temos:

\ Ho=(%),_, - [vp(to) — Hodp(to)J
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3.6 Distancia Prépria

Num universo em expansio homogénea e 1sotrépica,
velocidade de recessio de uma galdxia (associada ao
fundo em expansio) aumenta linearmente com a

distAncia prépria entre o observador e a galdxia
observada (velocidade e distincia avaliadas hoje).

Para o tempo atual

" Constante de Hubble | (hoje), t = to, temos:
Ho = (),
& =t Y [Up(to) — H()dp(t())J

H() — 082 km/s N[p(}_1

7



3.6 Distancia Proépria

L « Diagrama de Hubble
500 km/sec 5
%. o T _Z 2
0 '31 .
| osume Para o tempo atual
10° Parsecs 2 x 10° Parsecs -
Figure 2.4 Edwin Hubble’s original plot of the relation between radial velocity (assum- (h O) e) ) t — tO ) temo S.

ing the formula v = cz) and distance. [Hubble 1929, PNAS, 15, 168] Sk,

vp(to) = Hody(to)

CContinie e bbbl
jEIt) — (:Eiz)ix::to

- J

HO =—h == km/s NIpC_1

Introduction to Cosmology (Ryden, 2a. ed. 2017) T
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3.6 Distancia Prépria

Notas:

[gualando a velocidade de recessio a velocidade da luz (c):

e e e ol
dH (t()) — Igo

- J

di(to) = 4380 & 130 Mpc

f

Galdxias mais distantes (de nds) do que esse valor recedem

vp(to) = Hodylto) = ¢ —»

com velocidade maior do que a da luz.

)



3.6 Distancia Prépria

Notas:

Galdxias mais distantes (de nés) do que a distAncia de
Hubble recedem com velocidade maior do que a da luz.

4 N
Este resultado nao estd em conflito com a

relatividade geral: é permissivel que dois
pontos se afastem com velocidade maior do

luz 1do & expansa .
 que a luz devido a expanséo do espago

Na relatividade restrita, o espaco é estatico e dois
objetos massivos nio podem atingir velocidade relativa
(entre ambos) que seja maior do que a velocidade da luz.
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3.6 Distancia Prépria

Uma galdxia observada hoje
Distancia prépria: d, (%) estd a uma distincia prépria

dada por:

[dp(to) = a(tg)r = ’r’]
v

o, A distancia prépria até uma
tempo césmico te.  galdxia distante (considerada
féton recebido no para um observador em t=t0)

tempo césmico to. é 1gual a diferenca entre as

coordenadas radiais comdéveis
da paldaxia (e F—r)e Jo
observador (robs = 0), onde
tomamos a normalizacio:

CL(to) =1

)



3.6 Distancia Prépria

A distincia prépria nio é
Nota: (dy,(to) = alto)r =r )— observéavell
(Nido podemos medi-la...)
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3.6 Distancia Proépria

A distancia prépria nio é

Nota: ( dp (t()) _—

a(to)r = TJ—’ observavel!

Deslocamento Doppler
nio-relativistico para
relacionar o redshift
observado A velocidade
de recessio.

[fU — CZ]

— >\obs >\em
=

(Nio podemos medi-la...)

Dlagrama de Hubble

Distancias “d” determinadas por velas-

padrio (estrelas varidveis Cefeidas).

T



3.6 Distancia Prépria
A distincia prépria nio é

Nota: (dy,(to) = alto)r =r )— observéavell
(Nido podemos medi-la...)

Porém, podemos medir o
redshift da luz da galdxia
(emitida em t = t.), recebida
féton emitido no pelo observador (em t=tp).

tempo cosmico te.

féton recebido no

tempo césmico to.

. l . O redshift ndo diz nada sobre a
Observavel: distincia prépria até a galaxia, porém
I AOb;e_m)‘em = a(t.) | informa qual era o fator de escala no

N / tempo em que a luz foi emitida: a(te).
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3.6 Distancia Prépria

Conexio entre z e a(t.):

4 )

Observavel: Queremos obter a

A\ A\ diferenca entre os dois
— bs — Nem eventos no espago-tempo.
z =2 = a(te)
Aem €
g J
(r,6,0)

A luz da galdxia distante se
propagou ao longo de uma

geodésica nula (ds = 0):

féton emitido no

3 i —altdr
tempo cosmico te.

féton recebido no dt
(6, ¢ = const) c—— =dr

a(t)
f(t) indep.t

tempo césmico to.

)



3.6 Distancia Prépria

Conexio entre z e a(t.):

to  to+ Ao/c te  te+ Ae/c

A\vAVAVAVISESSSSA AVAVAY

maximo da onda recebida maximo da onda emitida

no tempo césmico to. (Em geral: Ao # Ae) 1 tempo césmico te.

O e e
C/te %_/o = /to dt /to“o/c dt
== e
t

to+Xo/c di r = a/(t) e"')\e/c CL(t)
C/ = / =T
s a(t) 0

A integral de te a to tem sempre o mesmo
valor para uma dada altura fixa da onda EM.

30 (e.g., maximo)



3.6 Distancia Prépria

Conexio entre z e a(t,):

to  to+ Ao/c te  te+ Ae/c

A\vAVAVAVISESSSSA AVAVAY

maximo da onda recebida maximo da onda emitida

(Em geral: Ao 7 )\e)

no tempo césmico to. no tempo césmico te.

/to dt /to B /t0“0/0 dt /to dt
e a(t) L a(t) ey a(t) . a(t)

tet+Ae/cC to+MXo/c
/ dt e / dt A integral tem o mesmo valor para
i a(t) t

: a (t) dois maximos sucessivos da onda EM.

(ou outra altura fixa)
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3.6 Distancia Prépria

Conexio entre z e a(t,):

to t() -+ )\O/C
Ao

maximo da onda recebida

no tempo césmico to.

te te+ Ae/cC
Ae

maximo da onda emitida

(Em geral: Ag == )\e)

no tempo césmico te.

(&

W 4

Fora da integral: durante o
tempo entre dols miximos
da onda (seja na emissdo ou
na recep¢do), o Universo
nio expandiu quase nada.

1 te—l—)\e/c t0—|—>\0/c >\€ >\O
. e
a(te) J, a(to)

to &= a(te) = a(to)

H O_ . ~ 14 Gyr Tempo de Hubble

Mo i xSyt 21
(para luz visivel)
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3.6 Distancia Prépria

Conexio entre z e a(t.):

to  to+ Ao/cC

te te+ Ae/cC

AVAVAVAVESREESSERAVAVAVAY

maximo da onda recebida

no tempo césmico to.

1 te_|_)\e/c
/ it
alte) J

(&

(Em geral: Ag == )\e)

maximo da onda emitida

no tempo césmico te.

1 to+Xo/c = 8
G —
a(to) /to a(te)  a(to)
s=20=2 L [ alte) 1
a(to) E)\le . 2t 1= a(te) - a(te)
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3.6 Distancia Prépria

Conexio entre z e a(t,):

4 )

__a(to) __ 1
\Z+ L=y = alte)

O redshift que observamos de um objeto distante
depende apenas dos fatores de escala relativos
no tempo da emissio e no tempo da recepcio.
Isto é, o redshift nio depende de como a
transicio entre a(t.) e a(lp) ftor feita (abrupta,
gradual, monotdnica, oscilatéra... etc).
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