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þ Universo homogêneo e isotrópico em escalas > 100 Mpc

þ Universo “encaroçado” em escalas menores que 100 Mpc

þ Universo inicialmente homogêneo (flutuações < 10-5)

þ A pergunta relevante é: como as flutuações de baixíssima 
amplitude (𝛅𝛒/𝛒 << 1), e num regime linear na época da CMB, 
evoluíram para flutuações de grande amplitude e no regime 
completamente não-linear

þ Definição de flutuações: 

C.A.Wuensche (2020)

Introdução
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Introdução

þ Observações feitas com grandes levantamentos ópticos na 
década de 80 e 90 mapearam nosso Universo local

þ Observações feitas já no Séc. XXI identificaram oscilações 
acústicas de bárions nesses levantamentos

þ Distâncias típicas > 1000 Mpc (z ≳ 0.2)

þ Superestruturas (superaglomerados) e vazios, formam as 
chamadas estruturas de grande escala do Universo.

þ As grandes estruturas do Universo aparentam uma forma 
semelhante a uma distribuição NEURONAL... 

þ Lembrem que, em cosmologia, a “unidade” são galáxias... 

C.A.Wuensche (2020)
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vazios e filamentos
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Introdução

C.A.Wuensche (2020)

Springer et al. (Nature 2005)

2dF Team
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O mecanismo de formação

C.A.Wuensche (2020)

þ Instabilidades gravitacionais!!

þ Regiões muito densas (“overdensities”) tem valores positivos na eq. 
(1), regiões rarefeitas (“underdensities”) tem valores negativos! 

þ Pequenas perturbações de densidade tendem a evoluir 
gravitacionalmente com o tempo, conforme o exemplo da B. Ryden. 

þ Uma esfera de gás (p.ex.) uniforme com uma flutuação de densidade 
uniforme colapsará por causa desse “excesso”. 

þ Esta presença de matéria no Universo observado foi a motivação de 
Einstein para introduzir a constante cosmológica e evitar o colapso. 
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O mecanismo 
de formação

C.A.Wuensche (2020)

A massa se conserva e o raio decresce, a 
partir do raio inicial 𝑅% = ( ()*

+,-.)01/)

Aproximação para 𝛿 ≪ 1…

2

3

4 5

Fonte: Introduction to Cosmology (B. Ryden)
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O mecanismo 
de formação

C.A.Wuensche (2020)

Tomando a segunda derivada…

Substituindo de volta o valor da segunda derivada de 
R, teremos uma equação diferencial de 2a. ordem
bem conhecida para as perturbações, 

cuja solução é uma combinação de exponenciais

Para o valor da densidade média do Universo, tdyn ~ 3.64x1017s = 11.55 Ganos… 

6

7

8

Fonte: Introduction to Cosmology (B. Ryden)
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O critério de Jeans
þ Existe uma dimensão típica de uma perturbação em um 

determinado meio, a partir da qual esse meio entrará em

colapso, seguindo a solução da equação de movimento (eq. 8). 

þ A pressão interna desse meio contrabalança a pressão

gravitacional, evitando o colapso! 

þ Perturbações menores que essa dimensão típica em geral

são dissipadas sob o efeito da pressão interna (decaem

exponencialmente) perturbações maiores crescem

exponencialmente….

C.A.Wuensche (2020)
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þEqs. de movimento hidrodinâmico: 

C.A.Wuensche (2020)

O critério de 
Jeans
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O critério de 
Jeans

þ Na condição de equilíbrio, supomos que:

þ Perturbamos a condição de equilíbrio usando as relações abaixo, 
em que o subscrito 1 indica a quantidade perturbada.

þ Ao substituir as grandezas perturbadas nas eqs. hidrodinâmicas, 
supomos perturbações isotérmicas e ignoramos termos não-
lineares ou de segunda ordem (produto de duas grandezas 
perturbadas). 

C.A.Wuensche (2020)

⇢ = ⇢0 = const.; T = T0 = const.; ~v0 = 0.

<latexit sha1_base64="oxcVuKJZVRHG6nNap5VqlADXKUE=">AAACJXicbVDLSgMxFM3UV62vUZdugkVwNcxIQUWFohuXFfqCTimZNG1DM8mQZAqltB/jxl9x48Iigit/xcx0Ftp6IOTknHu5uSeIGFXadb+s3Nr6xuZWfruws7u3f2AfHtWViCUmNSyYkM0AKcIoJzVNNSPNSBIUBow0guFD4jdGRCoqeFWPI9IOUZ/THsVIG6lj3/pyIOAdTK6OawgWXGnnBs5mVfOqLmnQHxEMR6nqOh276DpuCrhKvIwUQYZKx577XYHjkHCNGVKq5bmRbk+Q1BQzMi34sSIRwkPUJy1DOQqJak/SLafwzChd2BPSHK5hqv7umKBQqXEYmMoQ6YFa9hLxP68V695Ve0J5FGvC8WJQL2ZQC5hEBrtUEqzZ2BCEJTV/hXiAJMLaBFswIXjLK6+S+oXjlZzrp1KxfJ/FkQcn4BScAw9cgjJ4BBVQAxg8g1fwDubWi/VmfVifi9KclfUcgz+wvn8A1EOhJQ==</latexit>

⇢ = ⇢0 + ⇢1

P = P0 + P1

� = �0 + �1

v = ~v1

<latexit sha1_base64="GvdlkyYjkJitN/3AKJPjjBfn0Ic="></latexit>

13

14



13

O critério de 
Jeans

þ Obtemos então: 

þ que é um sistema de ED lineares homogêneas com 

coeficientes constantes, e que admite soluções do tipo

C.A.Wuensche (2020)

f(~r, t) / e�i(~.~r+!t)

<latexit sha1_base64="3P29FIBzHTyXyoxQ/h6xWQH+8Uw=">AAACJnicbVDLSgMxFM34tr6qLt0Ei6CoZUYK6kIounGpYFXo1HInvVNDM5OQZIQy9Gvc+CtuXFRE3Pkppo+FrwOBwznncnNPpAQ31vc/vInJqemZ2bn5wsLi0vJKcXXt2shMM6wxKaS+jcCg4CnWLLcCb5VGSCKBN1HnbODfPKA2XKZXtquwkUA75TFnYJ3ULJ7E2+EDMqr3qN2hodJSWUnxLt/nIyPsgFJAy3QUo7s0lAm2wcV7tFks+WV/CPqXBGNSImNcNIv9sCVZlmBqmQBj6oGvbCMHbTkT2CuEmUEFrANtrDuaQoKmkQ/P7NEtp7RoLLV7qaVD9ftEDokx3SRyyQTsvfntDcT/vHpm46NGzlOVWUzZaFGcCeqaGHRGW1wjs6LrCDDN3V8puwcNzLpmC66E4PfJf8n1QTmolI8vK6Xq6biOObJBNsk2CcghqZJzckFqhJFH8kz65NV78l68N+99FJ3wxjPr5Ae8zy+5IaLf</latexit>
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!v1 +
v2s
⇢0

⇢1 + �1 = 0

⇢0v1 + !⇢1 = 0

4⇡G⇢1 + 2 = 0

<latexit sha1_base64="q3Ed+JgMNi42UJ21YcYMGWWc9AQ="></latexit>

O critério de 
Jeans

þ Nesse caso, 

þ E as eqs (14) tornam-se: 

C.A.Wuensche (2020)
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= i!;

@

@y
=
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= 0

v1x = v1; v1y = v1z = 0

<latexit sha1_base64="VuX9f7P/zEfSfDTf27x0d+usdcE="></latexit>
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O critério de 
Jeans

þ A solução do sistema é a relação de dispersão: 

þ Duas soluções possíveis: 

ü 𝜅𝑣9: ≫ 4 𝜋𝐺𝜚%

Ø ondas de pequenas amplitudes geram pequenos efeitos 
gravitacionais; pressão interna rapidamente restaura 
qualquer perturbação

ü

Ø solução instável e pode crescer exponencialmente com 
o tempo, criando um desequilíbrio (∝ exp(±𝑖𝜔𝑡))

C.A.Wuensche (2020)

!2 = 2v2s � 4⇡G⇢0

<latexit sha1_base64="ORbMihb+UIJg46gbWFRM76jAzYM=">AAACE3icbZDLSgMxFIYz9VbrbdSlm2ARRLDMlIK6EIoudFnBXqBTh0yatqGZJCSZQil9Bze+ihsXirh14863MdN2oa0HEj7+/xyS80eSUW0879vJLC2vrK5l13Mbm1vbO+7uXk2LRGFSxYIJ1YiQJoxyUjXUMNKQiqA4YqQe9a9Tvz4gSlPB781QklaMupx2KEbGSqF7EoiYdNFDEV7CoI+kTHEQanufwhIMJIU3MFA9EXqhm/cK3qTgIvgzyINZVUL3K2gLnMSEG8yQ1k3fk6Y1QspQzMg4FySaSIT7qEuaFjmKiW6NJjuN4ZFV2rAjlD3cwIn6e2KEYq2HcWQ7Y2R6et5Lxf+8ZmI6560R5TIxhOPpQ52EQSNgGhBsU0WwYUMLCCtq/wpxDymEjY0xZ0Pw51dehFqx4JcKF3elfPlqFkcWHIBDcAx8cAbK4BZUQBVg8AiewSt4c56cF+fd+Zi2ZpzZzD74U87nD4dnm28=</latexit>

!2 = 2v2s

<latexit sha1_base64="Pja8cv1Sbl9L/WeXnrzyHypkcXk=">AAACAnicbZDLSgMxFIYzXmu9jboSN8EiuCozpaAuhKIblxXsBTrTIZOmbWiSGZJMoQzFja/ixoUibn0Kd76NmXYW2vpD4OM/53By/jBmVGnH+bZWVtfWNzYLW8Xtnd29ffvgsKmiRGLSwBGLZDtEijAqSENTzUg7lgTxkJFWOLrN6q0xkYpG4kFPYuJzNBC0TzHSxgrsYy/iZIC6FXgNvRGK4wzHgepWArvklJ2Z4DK4OZRArnpgf3m9CCecCI0ZUqrjOrH2UyQ1xYxMi16iSIzwCA1Ix6BAnCg/nZ0whWfG6cF+JM0TGs7c3xMp4kpNeGg6OdJDtVjLzP9qnUT3L/2UijjRROD5on7CoI5glgfsUUmwZhMDCEtq/grxEEmEtUmtaEJwF09ehmal7FbLV/fVUu0mj6MATsApOAcuuAA1cAfqoAEweATP4BW8WU/Wi/VufcxbV6x85gj8kfX5A0JBlhQ=</latexit>

2 <
4⇡G⇢0
v2s

<latexit sha1_base64="5dVnp2AV4z8iMhNMBv7wttELXwo=">AAACEXicbVDLSsNAFJ3UV62vqEs3g0XoqiSloIKLogtdVrAPaNIwmU7aoZNkmJkUSsgvuPFX3LhQxK07d/6N0zYLbT1w4XDOvdx7j88Zlcqyvo3C2vrG5lZxu7Szu7d/YB4etWWcCExaOGax6PpIEkYj0lJUMdLlgqDQZ6Tjj29mfmdChKRx9KCmnLghGkY0oBgpLXlmxRkjzlG/Bq+gEwiEYVqHDqfwFjpiFHtWlk482a9lnlm2qtYccJXYOSmDHE3P/HIGMU5CEinMkJQ92+LKTZFQFDOSlZxEEo7wGA1JT9MIhUS66fyjDJ5pZQCDWOiKFJyrvydSFEo5DX3dGSI1ksveTPzP6yUquHBTGvFEkQgvFgUJgyqGs3jggAqCFZtqgrCg+laIR0jnonSIJR2CvfzyKmnXqna9enlfLzeu8ziK4AScggqwwTlogDvQBC2AwSN4Bq/gzXgyXox342PRWjDymWPwB8bnD/Kxm+A=</latexit>
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O critério de 
Jeans

þ Definimos um número de onda (e, consequentemente, um comprimento de onda) 
característico tal que seja possível separar as perturbações em instáveis e 
estáveis: 

þ Condição de instabilidade: 𝝀 > 𝝀𝑱

þ Critério de Jeans: 

þ Caso valha a condição de instabilidade, a solução das eqs. hidrodinâmicas é 
instável, dando início ao colapso. 

þ Para comprimentos de onda menores que 𝜆L, a pressão interna do meio 
restabelece o equilíbrio de forças, restituindo o sistema à condição de repouso. 

C.A.Wuensche (2020)

2
J ⌘ 4⇡G⇢0

v2s
! �J =

2⇡

J

<latexit sha1_base64="Xn1Ed4MBaogKq0EtX35Z82C+2d0="></latexit>
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<latexit sha1_base64="Sstn9Qwi7/6hzwoZMuhrs6YbzE0="></latexit>
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No caso cosmológico…
þ O tempo característico em cosmologia é o tempo de Hubble       

(∼ 13,7 Ganos...) 

þ A comparação com o tempo dinâmico calculado em (8) é da 
mesma ordem!!!! Prosseguimos então da seguinte forma

ü Calculamos 𝛌J para as componentes de radiação e matéria, antes e 
depois do desacoplamento

ü Vemos que, após desacoplar, a massa das estruturas cai 
drasticamente

ü O crescimento das perturbações só ocorre após o desacoplamento 
porque a escala de Jeans passa a ser maior do que a dimensão das 
estruturas

ü Também não há pressão suficiente para interromper o colapso, já que 
a matéria encontra-se num estágio não-relativístico.

C.A.Wuensche (2020)
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<latexit sha1_base64="YdMYIpWR6Nxgl71cIJzT9DTnsdk="></latexit>

cs(foton) = c/
p
3 = 0.58c ⇡ 180.000km/s

cs(barion) = (
kT

mc2
)1/2c ⇡ 1.5⇥ 10�5c ⇡ 5km/s

No caso
cosmológico…

þ Podemos calcular      antes do desacoplamento e verificar o 
“tamanho” da escala nesse caso

þ Imediatamente antes do desacoplamento, a densidade de bárions
era 5,6x10-19 kg/m3, logo

þ Após o desacoplamento, fótons e bárions são fluidos separados e a 
velocidade do som em cada caso é diferente!

C.A.Wuensche (2020)

Somente com componente radiativa, w=1/3 e 𝑐9 = 𝑐√𝑤
<latexit sha1_base64="ZpDbDoT2btz6yDHzwHMJyyvWT7w="></latexit>
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<latexit sha1_base64="0gHCCErrUwBt2DKPhEbvyoCGhJ4=">AAAB8HicbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsyIosuiG3FVwT6kHUomk2lDk8yQZIRh6Fe4caGIWz/HnX9j2s5CWw8EDuecS+49QcKZNq777ZRWVtfWN8qbla3tnd296v5BW8epIrRFYh6rboA15UzSlmGG026iKBYBp51gfDP1O09UaRbLB5Ml1Bd4KFnECDZWeuxzGw3x4G5Qrbl1dwa0TLyC1KBAc1D96ocxSQWVhnCsdc9zE+PnWBlGOJ1U+qmmCSZjPKQ9SyUWVPv5bOEJOrFKiKJY2ScNmqm/J3IstM5EYJMCm5Fe9Kbif14vNdGVnzOZpIZKMv8oSjkyMZpej0KmKDE8swQTxeyuiIywwsTYjiq2BG/x5GXSPqt7F3X3/rzWuC7qKMMRHMMpeHAJDbiFJrSAgIBneIU3RzkvzrvzMY+WnGLmEP7A+fwBjgWQPg==</latexit>

�J

<latexit sha1_base64="WkYFgjKetorU+9qFqsNcsmYu9lY="></latexit>

�J(antes) = 3.0
c

H(zdec
⇡ 0.66Mpc ⇡ 2.0⇥ 1022m

<latexit sha1_base64="j/iJfL+N3vwgKqnY5/n0JkjhhzY="></latexit>

MJ(antes) = ⇢b
4⇡

3
�J(antes) ⇡ 2⇥ 1049 kg ⇡ 1019M�

24

26

25

27

O desacoplamento implica no decréscimo do comp. de onda de Jeans para os bárions, por um fator 
F=0.58/1.5 x10-5v= 2.6x10-5!!! 
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No caso
cosmológico…

þ Considerações dimensionais correspondentes para a massa 
levam a um decréscimo da ordem de M1/3, de forma que: 

ü M ~ 1019 MSol >> Msuperclusters

ü M ~ 105 MSol << Mgal. Anãs

þ Nenhuma perturbação conseguia crescer antes do desacoplamento 
por causa da pressão de radiação. 

þ Logo após o desacoplamento, a pressão de radiação cessou e a 
escala de massa das perturbações diminuiu drasticamente. 

þ A formação de estruturas começa, provavelmente, em 
condensações de bárions da ordem de superaglomerados 
estelares!!!! 

C.A.Wuensche (2020)

28
<latexit sha1_base64="nnfyyYpg/2Rj2SxpC5zUjq3lR/w="></latexit>

MJ(depois) = F 3MJ(antes) = (2.6⇥ 10�5)1/31019M� ⇡ 2⇥ 105M�
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Instabilidade num Universo em 
expansão

þ Adicionamos a complicação da expansão do Universo => causa 
adicional para reduzir as perturbações de densidade

þ A solução anterior foi para um universo estático; considerar a 
expansão implica em considerar que, após o desacoplamento, 
𝛒(t) ∝ a-3, pois já estamos na era de domínio da matéria;

þ Nesse caso, “overdensities” podem tornar-se, com o passar do 
tempo, “underdensities” devido à expansão, ao menos que a 
escala de tempo de crescimento de 𝜹 seja mais curta que a 
escala de tempo da expansão!!! 

C.A.Wuensche (2020)
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Instabilidade num 
Universo em expansão

þ A análise Newtoniana feita pela B. Ryden não leva em conta detalhes das 
perturbações na métrica. Partimos de uma perturbação de densidade na 
forma

þ Replicando a análise do colapso de uma esfera, podemos escrever a 
aceleração na forma 

þ A conservação de massa implica que o aumento da densidade significa um 
decréscimo do raio da perturbação, de acordo com: 

þ E, como R ∝ a-3, 

C.A.Wuensche (2020)

<latexit sha1_base64="m0RsjH+/edLyBw7iLgi7uxFjgzs="></latexit>

⇢(t) = ⇢̄(t)[1 + �(t)], sendo que ⇢̄(t) / a(t)�3, |�(t)| << 1

<latexit sha1_base64="Xvsvx1fIqMAAtd2vBeRcSjYWG9c="></latexit>
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29

30

<latexit sha1_base64="RR4gDJaL/9Bax/oz1stIe0qmo2I="></latexit>

M =
4⇡

3
⇢̄(t)[1 + �(t)]R(t)3 ! R(t) / ⇢̄(t)�1/3[1 + �(t)]�1/3 31

<latexit sha1_base64="7Pd9lC5h8yg4dqsNTqa0v/bR2d0=">AAACEXicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSJUxDrjA10W3bisYh/QGUsmk7ahmcmQ3BHK0F9w46+4caGIW3fu/BvTx0JbDwTOPedebu7xY8E12Pa3lZmbX1hcyi7nVlbX1jfym1s1LRNFWZVKIVXDJ5oJHrEqcBCsEStGQl+wut+7Gvr1B6Y0l9Ed9GPmhaQT8TanBIzUyhfxbRH2sRsrGYPExBRNBx9gN2AChpV3nx46RyeDVr5gl+wR8CxxJqSAJqi08l9uIGkSsgioIFo3HTsGLyUKOBVskHMTzWJCe6TDmoZGJGTaS0cXDfCeUQLclsq8CPBI/T2RklDrfuibzpBAV097Q/E/r5lA+8JLeRQnwCI6XtROBDa3D+PBAVeMgugbQqji5q+YdokiFEyIOROCM33yLKkdl5yzkn1zWihfTuLIoh20i4rIQeeojK5RBVURRY/oGb2iN+vJerHerY9xa8aazGyjP7A+fwC6S5px</latexit>

R(t) / a(t)[1 + �(t)]�1/3

A variação de R depende do sinal de 𝜹

32
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þ Derivando a eq. 31 duas vezes, teremos uma expressão análoga à eq. de 
Friedmann, mas considerando a perturbação (|𝛿|<<1), em vez da densidade. 

þ Essa perturbação, na análise relativística, também inclui termos ligados ao 
gauge e à perturbação da métrica. Combinando as eqs. 33 e 30, obtemos: 

þ Se consideramos, na eq. 34, somente os termos perturbados, a eq. toma a 
forma 

C.A.Wuensche (2020)

Instabilidade num 
Universo em expansão

33

34

<latexit sha1_base64="5B6xBZS1I+9SXuuZ8wX9Uh4fkBk="></latexit>
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ä

a
� 1

3
�̈ � 2

3
(
ȧ
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ȧ

a
)�̇ =

4⇡G⇢̄

3
� ! �̈ + 2H �̇ = 4⇡G⇢̄� 35

<latexit sha1_base64="CI0rcM0lX09Tlm0a0tV7E2SQH80=">AAACEHicdVA9SwNBEN3zM8avqKXNYBCtwp4YTQpBtNBSwaiQC2Fvb2MW926P3TkhhPwEG/+KjYUitpZ2/hs38QQVfTDweG+GmXlhqqRFSt+9sfGJyanpwkxxdm5+YbG0tHxudWa4aHCttLkMmRVKJqKBEpW4TI1gcajERXh9OPQvboSxUidn2EtFK2ZXiexIztBJ7dJGEEUaIYiEQgZ7sA1BKuEIgpAZCExX51a7VKaVKvXrOz7QCh3Bka0qrdco+LlSJjlO2qW3INI8i0WCXDFrmz5NsdVnBiVXYlAMMitSxq/ZlWg6mrBY2FZ/9NAA1p0SQUcbVwnCSP0+0Wextb04dJ0xw6797Q3Fv7xmhp1aqy+TNEOR8M9FnUwBahimA5E0gqPqOcK4ke5W4F1mGEeXYdGF8PUp/E/Otyp+tUJPt8v7B3kcBbJK1sgm8cku2SfH5IQ0CCe35J48kifvznvwnr2Xz9YxL59ZIT/gvX4AB42bWQ==</latexit>

�̈ = 4⇡G⇢̄�
Universo estático

36



23

þ O cálculo relativístico também substitui 𝜌 por 𝜀m, permitindo considerar 
diferentes componentes do inventário cósmico

þ lembrando que 𝜀m é uma pequena fração da densidade total de matéria-
energia. 

þ Reescrevendo 𝜀m em função do parâmetro de densidade para a matéria, 
obtemos: 

þ E podemos reescrever a eq. 37 em função de 38, chegando à uma forma 
em que os termos de “expansão” e “amortecimento” aparecem claramente na 
equação. 

C.A.Wuensche (2020)
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þ As perturbações da matéria só podem crescer significativamente quando a 
dinâmica é dominada pela matéria. 

þ Para tempos << trad-mat , 𝛀m << 1 e H = (1/2t), de forma que a eq. 40 tem 
uma forma mais simples e a solução de crescimento não é tão rápida: 

þ Num universo dominado por energia escura (t>> tmat-EE) o crescimento será 
exponencial, uma vez que a solução da eq. 43 é a exponencial 44

þ Para um universo dominado por energia escura, as perturbações atingem 
um valor constante C1 enquanto a densidade média cai com exp(-3H𝚲t)

C.A.Wuensche (2020)

Instabilidade num 
Universo em expansão
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þ Somente num universo dominado por matéria as perturbações pode crescer 
em uma taxa significativa, de forma a formar as estruturas que 
conhecemos. 

þ Num hipotético Universo dominado por matéria, 𝛀m = 1 e H = (2/3t), de 
forma que

þ Essa ED pode ser resolvida com uma solução do tipo 𝛅 ∝ Dtn, de forma que 
caímos em uma eq. algébrica em n: 

þ As soluções para a eq. 47 são n=1 e n=2/3. Dessa forma, voltando para a 
expressão de 𝛅, teremos: 

C.A.Wuensche (2020)
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þ A solução que cresce (lentamente) com o tempo é proporcional a 2/3 
e temos a seguinte dependência: 

þ Se as perturbações bariônicas fossem as únicas a evoluir a partir 
da época da matéria, elas só poderiam começar a crescer a partir 
de z = 1090, que foi a época do desacoplamento...

þ Entretanto, bem antes dessa época, em z=3440, quando a matéria 
passou a dominar a dinâmica, as perturbações de matéria escura 
começaram a crescer!!! 

þ Isso permitiu que, quando perturbações de bárions puderam evoluir, 
elas “pegaram uma carona”, caindo nos poços de potencial das 
perturbações de matéria escura que já estavam em andamento. 

C.A.Wuensche (2020)
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Oscilações do fluido fóton-bárion

C.A.Wuensche (2020)

Fonte: Introduction to Cosmology (B. Ryden)
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O espectro de potência
þ As perturbações de densidade no Universo jovem (antes do 

desacoplamento) encontravam-se no regime linear (|δ|<<1)

þ A métrica em que essas perturbações evoluíram é a usual 
(Robertson-Walker).

þ Podemos considerar um sistema de coordenadas e adotar uma 
origem qualquer. 

þ Nessas condições de expansão, a distância própria até qualquer 
ponto da origem é dada por dp(ti) = a(ti)r. 

C.A.Wuensche (2020)
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O espectro de 
potência

þ R seria a distância própria hoje, quando a(t)=1, se a expansão 
continuasse isotrópica. 

þ Consideramos cada perturbação de forma independente, e, 
desde que o regime linear seja mantido, podemos alterar ti, 
sem alterar sua forma. A única alteração é na amplitude...

þ Da mesma forma que nas medidas de CMB, o que interessa é a 
distribuição estatística das “over” e “underdensities”. 

þ Para a distribuição de estruturas, a ideia é a mesma, só que 
num volume, enquanto a CMB é projetada numa casca

C.A.Wuensche (2020)
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O espectro de 
potência

þ A decomposição das perturbações 𝛿 𝑟 pode ser feita no espaço 3D (ou 
4D), em termos de suas componentes de Fourier, dadas por: 

þ Essa decomposição transforma as perturbações em infinitos modos 
senoidais de comprimento de onda 𝛌=2𝛑/k, correspondente a números de 

onda co-móveis 𝑘.

þ O conhecimento completo de 𝜹 𝒓 permite o cálculo de todos os modos 

de Fourier 𝜹𝒌 (representado pela quantidade complexa 𝜹𝒌 = |𝜹𝒌|𝒆
𝒊𝝓𝒌)

þ Analogamente, o conhecimento de todos os modos de perturbação 𝜹𝒌
permite a reconstrução completa do campo de flutuações de densidade 
𝜹 𝒓

C.A.Wuensche (2020)
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O espectro de 
potência

þ Quando 𝜹𝒌 ≪ 𝟏, os modos de Fourier obedecem a eq. 40, desde que o 
comprimento de onda próprio a(t) 2𝛑/k seja grande comparado a 𝛌J e 
pequeno em relação ao comprimento de Hubble c/H. 

þ A fase permanece constante enquanto 𝜹𝒌 ≪ 𝟏. 

þ Diferentes modos de Fourier atingem a fase 𝜹𝒌 ~ 𝟏 em diferentes épocas; 
isso significa que modos com 𝛌 da ordem c/H(z) desacoplaram da expansão 
num redshift z e entraram num regime não-linear, crescendo rapidamente.

þ Isso significa que é possível usar a teoria de perturbações lineares para 
estudar os modos de comprimento de onda muito grandes (da ordem de uma 
fração de c/H), correspondentes às maiores estruturas do Universos, mesmo 
depois que modos muito menores já desacoplaram e entraram no regime 
não-linear

C.A.Wuensche (2020)
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O espectro de 
potência

þ A amplitude média das flutuações das perturbações de densidade é dada 
por 

þ em que a média é tomada em todas as orientações possíveis de k. Se 𝜹(𝒓) é 
isotrópico, não há perda de informação, estatisticamente falando. 

þ Essa média equivale à remoção do termo 𝒆±𝒊𝒎𝝓 no cálculo do espectro de 
potência da CMB. 

þ Quando as fases de 𝝓𝒌 são não correlacionadas, o campo de perturbações 
pode ser descrito por um função de distribuição de probabilidades 
gaussiana (campo gaussiano), o que equivale a dizer que, se esse campo 
gaussiano é homogêneo e isotrópico, todas as suas propriedades estatísticas 
estão representadas no espectro de potência P(k). 

C.A.Wuensche (2020)
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O espectro de 
potência

þ Quando as fases de 𝝓𝒌 são correlacionadas, o campo de perturbações deixa 
de ser gaussiano e momentos de ordem superior dessa função de 
distribuição são necessários para descrever o campo de perturbações. 

þ Nesse caso, quantidades conhecidas como “bispectro” e “trispectro” são 
utilizadas para a análise dos campos não-gaussianos.

þ A função de probabilidade gaussiana e sua respectiva variância são dadas 
por

þ O espectro primordial de flutuações de densidade deve uma forma 
gaussiana, previsto pela teoria inflacionária, com pequenos desvios de 
gaussianidade em alguns casos. 

C.A.Wuensche (2020)
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O espectro de 
potência

þ A inflação prevê um espectro de potência que tenha a forma do chamado 
espectro de Harrison-Zeldovich (ou HZ), também chamado “INVARIANTE 
EM ESCALA”. 

þ Em que n = 1 (teoricamente). 

þ Resultados recentes da colaboração Planck 2018 (e alguns outros) indicam 
um pequeno desvio do espectro, pois n=0.97.

þ B. Ryden discute como seria o Universo descrito pelo espectro P(k) = kn

ü A massa média de diversas esferas aleatoriamente localizadas e definidas pelo 
raio co-móvel r seria dada por 

ü A massa real flutuaria em torno de <M>, de acordo com: 

C.A.Wuensche (2020)
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O espectro de 
potência

þ Se soubermos a forma de P(k), podemos calcular as flutuações de 
densidade de massa. Usando a forma P(k) ∝ kn (e fazendo a substituição de 
variáveis u=kr na eq. 57) obtemos:

þ Usando argumentos que justificam a distribuição de Poisson para pontos de 
massa M, aleatórios e espalhados pelo Universo, é possível justificar que as 
flutuações de massa ∝ N-1/2 ∝ M-1/2 , característico de uma distribuição de 
Poisson.  

þ A expressão obtida com n=0 contrasta com a expressão para o espectro de 
Harrison-Zeldovich (n=1). 

þ Conclusão: o espectro de HZ produz mais flutuações do que um espectro 
que obedece a uma distribuição de Poisson!!! 

C.A.Wuensche (2020)
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O espectro de 
potência

þ As flutuações de densidade associadas à flutuações de massa 
M numa escala r (co-móvel) terá uma amplitude proporcional à 
variação do campo gravitacional produzido por essa 
distribuição: 

þ O espectro HZ, com n=1, é o único formato que impede 
divergências no espectro em pequenas escalas (perturbações 
crescem um pouco mais do que cresceriam em uma distribuição 
de Poisson) e as perturbações gravitacionais são estáveis para 
n=1 em escalas em que r pode ser arbitrariamente grandes.

þ Essa é a origem do termo “INVARIANTE EM ESCALA”! 

C.A.Wuensche (2020)
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Matéria Escura Quente x Fria
þ Os termos referem-se às energias relativística (quente) e não relativística 

(fria) => Cold Dark Matter – CDM e Hot Dark Matter - HDM

þ Matéria relativística demora a colapsar... 

þ A presença de matéria escura quente pode alterar o espectro das 
perturbações de densidade. 

þ Se consideramos um Universo somente com matéria escura quente, ela irá 
resfriando à medida que o Universo expande, e sua energia seja da ordem 
de 3kT≈mhc2:

þ Que corresponde a uma época 

C.A.Wuensche (2020)
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Matéria Escura 
Quente x Fria

þ Em momentos anteriores a th, partículas de HDM transitavam livremente 
com velocidades ∼ c, em um processo chamado free streaming, dissolvendo 
as perturbações de densidade.

þ Quando a HDM finalmente torna-se não-relativística, não há mais 
perturbações de densidade em escalas menores do que a escala física 

þ Correspondendo a uma escala co-móvel

þ E uma massa que cabe dentro de uma esfera de raio co-móvel rmin é:

C.A.Wuensche (2020)
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Matéria Escura 
Quente x Fria

þ Como referência:

ü partículas de HDM com mhc2 ≈ 50 eV dissolvem flutuações 
da escala de tamanho do grupo local

ü partículas de HDM com mhc2 ≈ 8 eV dissolvem flutuações da 
escala de tamanho do aglomerado de Coma

ü partículas de HDM com mhc2 ≈ 3 eV dissolvem flutuações da 
escala de tamanho pouco menor que superaglomerados

C.A.Wuensche (2020)
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Ryden_Fig11-5

© Cambridge University Press 2016C.A.Wuensche (2020)

Free streaming causa supressão de potência em 
números de onda >> 0.1 (𝜆 << 55 Mpc)

Espectro original
P ∝ k

Espectro original
P ∝ k

Para HDM, as flutuações de massa estabilizam em 
1016 MSol, indicando que não há colapso de 

estruturas com massas menores. 

No caso de HDM, estruturas maiores formam-se primeiro e as menores seguem, por fragmentação 
(modelo de formação “TOP-DOWN”) 

Fonte: Introduction to Cosmology (B. Ryden)
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Matéria Escura 
Quente x Fria

þ Se o Universo fosse constituído principalmente por HDM, seria 
esperado que estruturas maiores fossem formadas primeiro, de 
forma que superaglomerados, fossem as estruturas mais velhas, 
seguidas de aglomerados e depois as galáxias....

þ Entretanto, observamos o oposto! 

þ Isso significa que a matéria escura que começou o processo de 
amplificação das perturbações de densidade deve ser CDM e não 
HDM!

þ Flutuações crescem numa determinada época se o comprimento de 
onda das perturbações for maior do que c/H. Isso não afeta o 
crescimento das perturbações CDM nem mesmo na era dominada 
pela radiação. 

C.A.Wuensche (2020)



42

Matéria Escura 
Quente x Fria

þ Exemplo: WIMPS

ü Desacoplamento: t = 1s (neutrinos, p. ex.)

ü ad=3x10-10

ü c/H = 2ctd = 6x108 m

ü Escala de comprimento co-móvel: rd=2ctd/ad=60 Mpc

ü Massa da perturbação: Md=4𝛑/3rd
3𝛒m,0 ∼ 0.05MSol

ü kd ∼ 2 𝛑/rd ∼ 105 Mpc-1

þ Perturbações com k < kd e M > Md vão crescer enquanto suas 
escalas de comprimento forem > c/H! 

C.A.Wuensche (2020)
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Matéria Escura 
Quente x Fria

þ E o que ocorre quando as perturbações são menores do que c/H? 

ü Depende se a transição ocorre antes ou depois da transição da era da radiação 
=> era da matéria (t = 50.000 anos, arm=2.9x10-4)

ü No exemplo da B. Ryden, ela considera uma escala co-móvel de raio 90 Mpc, 
comparada a um raio de Hubble c/H = 1.8 ctrm=0.027, na época da transição 
radiação-matéria.

þ Para essa escala, temos Mrm=1.3x1017MSol e krm=2𝛑/rrm=0.07 Mpc-1

þ Perturbações com r > rH vão crescer continuamente enquanto essa condição 
permanecer, mesmo na era da radiação.

þ Perturbações de CDM com kd > k > krm crescerão somente até que elas 
“entrem” na escala do raio de Hubble, ou seja, quando seu comprimento 
físico real a(t) ∝ t1/2 for menor que c/H ∝ t

þ Nesse momento as perturbações “congelam” e somente passam a evoluir 
novamente após t > trm

C.A.Wuensche (2020)
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Fonte: http://ska-jp.org/ws/file2019/SKA_2019_Yokoyama.pdf
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Ryden_Fig11-5

© Cambridge University Press 2016C.A.Wuensche (2020)

Máximo em cerca de 0.03 Mpc-1, com o espectro 
de potência estendendo-se até os maiores 

números de onda (menores 𝝺)

Para CDM, as flutuações de massa começam 
para massas menores, correspondendo a k

maiores no lado esquerdo. 

Espectro original
P ∝ k

Espectro original
P ∝ k

No caso de CDM, estruturas menores formam-se primeiro e as maiores seguem, por agluitinação gravitacional 
(modelo de formação “BOTTOM-UP”) 

𝜹M/M=1 para M=1014 MSol é uma normalização para ajuste às observações atuais em grandes escalas, quando ainda 
temos formação das maiores estruturas (𝜹M/M < 1)

Fonte: Introduction to Cosmology (B. Ryden)
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Matéria Escura 
Quente x Fria

þ Resumo da situação: 

ü O Universo prefere CDM! 

ü Entretanto, ainda existe uma pequena fração de neutrinos 
relativísticos que contribui com < 1% de HDM (𝛀HDM,0 ∼
0.007)

ü O modelo padrão é normalmente chamado de 𝚲CDM em 
função de suas componentes predominantes

C.A.Wuensche (2020)
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Oscilações acústicas de bárions

þ Oscilações associadas às oscilações de fluido, durante o acoplamento 
matéria-radiação, anterior à formação da CMB

þ A capacidade de bárions interagirem com fótons, possibilitando o 
resfriamento de estruturas e o consequente aumento de eficiência no 
processo de colapso gravitacional, desempenha um papel interessante na 
formação de estruturas, tanto na escala de galáxias quanto na escala 
estelar

þ Os efeitos dessa capacidade de resfriamento em escalas maiores do que 
superaglomerados aparecem no espectro de potência na forma de um 
pequeno pico em P(k), onde ocorre um excesso na flutuação de densidade; 
esses são os BAO

C.A.Wuensche (2020)
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Weinberg, D. et al (2013)

After decoupling there is a wave of matter and dark matter, which will gravitationally converge to a common radius. 

The evolution of perturbations for various cosmic components, in different cosmic times.

Animation: http://burro.case.edu/Academics/Astr328/Notes/StructForm/BAO.html

C. A. Wuensche (2020)
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Oscilações acústicas 
de bárions

þ Fisicamente, a escala do horizonte sonoro, em que ocorre a máxima 
compressão de matéria (pico) é ds(tls)=0.145 Mpc, que corresponde a um a 
um comprimento co-móvel rs = ds(tls)(1+zls) ≈ 160 Mpc

þ Esse é comprimento da chamada “escala acústica”, que corresponde à uma 
perturbação de massa Ms=7x1017 MSol

þ Logo após o desacoplamento, a amplitude dos BAO era muito pequena, mas 
a aglutinação gravitacional levou a amplitudes que hoje são mensuráveis

þ Interessante mencionar que, apesar dessa flutuação ocorrer em escalas em 
que o Universo deveria ser homogêneo e isotrópico em escalas > 100 Mpc, 
ela é pequena o suficiente para mantermos essa afirmação! 

þ A forma de detecção desses objetos é através da função de correlação de 
galáxias, que é uma maneira de definir um excesso de objetos em cima de 
uma distribuição aleatória. Essa função é normalmente conhecida como 𝝃(r) 

C.A.Wuensche (2020)
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Volumes padrão….

C. A. Wuensche (2020)

UsOnly works if the volume is big  enough to measure dz

Tangential

Radial



51

Rings of Power Superposed

C. A. Wuensche (2020)
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Statistical Standard Rulers

C. A. Wuensche (2020)
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Oscilações acústicas 
de bárions

þ E 𝝃(r) é definida em termos dos modos de Fourier para diferentes números 
de onda, ou seja, diferentes tamanhos das perturbações.

þ No caso de BAO, haverá um excesso para k correspondente a 160 Mpc (de 
acordo com os cálculos de B. Ryden).

þ Como a escala acústica correspondente a rBAO ≈ 0.04c/H0 , que equivale a z
≈ 0.04, se fizermos observações mais profundas (z >> 0.04), espera-se que 
essa escala preferencial apareça quando computarmos P(k)

þ O tamanho da escala de BAO medida pelo Planck é rBAO=147.21 Mpc

C.A.Wuensche (2020)
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Temperature x matter fluctuations

C. A. Wuensche (2020)
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Temperature x matter fluctuations

C. A. Wuensche (2020)
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Baryon Acoustic Oscillations (BAOs)

C. A. Wuensche (2020)

Planck collaboration (2016)

Eisenstein et al. (2005)

Credit: Eric Huff, the SDSS-III team, and the South Pole 
Telescope team. Graphic by Zosia Rostomian
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Ryden_Fig11-7
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Fonte: Introduction to Cosmology (B. Ryden)

Poder de previsão dos 
parâmetros cosmológicos 
(“forecasts”) aumenta 
bastante com a inclusão 
de BAO. A elipse maior é 
produzida a partir da 
combinação de resultados 
de CMB e SN Ia.

A elipse mais escura é 
produzida ao adicionarmos 
BAO na análise.

A relação entre os 
parâmetros de densidade é 
muito mais restritiva com 
BAO!!! !
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