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Leitura recomendada

M R. Kippenhanhn, A. Weigert, A. Weiss. Sfellar
Structure and Evolution (2" ed.). Springer (2012)

v Caps. 19 e 22

M C. Hansen; S. Kawaler. Stellar interiors: Physical
Principles, Structure and Evolution. Springer (1994)

v Cap. 2 - a referencia ao programa ZAMS esta ali.

Carlos Alexandre Wuensche (2021)



Principios basicos

¥ Para construir um modelo estelar e necessario
conhecer:

v Massa total, composi¢cdao quimica, densidade

N

Variaveis primarias

v Temperatura, pressao, densidade, luminosidade

DN

Variaveis secundarias

Carlos Alexandre Wuensche (2021)



Principios basicos

M As relagoes cruzadas abaixo e suas derivadas
sao usadas na elaborag¢ao dos modelos
numericos

P=P(p, T, X
E=Ep, T, X
k = K(p, T, X)
e= €(p, T, X)

¥ X e a composicdo quimica e, partir das
grandezas P, E, K e p, integramos as
equacgoes para gerar diferentes modelos.

Carlos Alexandre Wuensche (2021)



Principios basicos

¥ As equagoes da estrutura estelar podem ser
escritas nas formas:

dP GM, aP_  GM,
ar g2 P dM, — 4mrd
d M, 5 dr 5
— =1/4
- Amcr<p i [4mrep
dL,
= A7r? pe ALy — ¢

dr dM,
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Principios basicos

¥ Mecanismo de transferencia de energia

3 P L
" 1 6rac T GM(r)

¥ Transferencia radiativa
V = v?“ady S€ vfrad S vad 2

¥ Conveccgdo adiabatica

V < Viad, 8¢ Vigg > Vg 5
¥ Sendo que

V

v — d(inT) r’P 1dT
- d(lnP)  GM(r)pT dr

Critério de Ledoux

Voud < Vg + ?vu

Carlos Alexandre Wuensche (2021)



Principios basicos

M Condi¢oes de contorno
vCentroo M. =0, r=L.=0
v Super‘ﬁcie: Mr = M’ro’rall p = pr =0

¥ Em geral, embora diversos modelos
numericos possam ser calculados, somente
um deles é considerado uma solugao real.

Carlos Alexandre Wuensche (2021)



Equacoes de estado politropicas
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Eqs. de estado
politropicas

¥ Solugdo classica encontrada no trabalho de
Chandrasekhar (1939).

¥ Definicao formal: Modelos pseudo-estelares
onde se supoe que valham relacgoes
semelhantes a eq. de estado P = P(p")

¥ Nao sdo feitas suposicoes sobre transferencia
de energia ou eq. termico.

Carlos Alexandre Wuensche (2021)



1,0
r2 dr dr

M

M

Eqs. de estado
politropicas

Ideia: remover a parte “energetica” das equacoes,
via eq. de estado p = p(P).

Nesse caso, tratamos as estrelas atraves das eqs. de
equilibrio hidrostatico e de Poisson:

dP_ dP
dr  dr

5.1

r“—) =4nGp 5.2

Podemos deriver uma equagdo para P e p, integrando a
eq. de transferencia radiativa.

Algumas manipulacoes algebricas levam a derivacao da
chamada relagao politropica: P=Kp = Kle/"’ -

Carlos Alexandre Wuensche (2021) 10




Egs. de
estado
politropicas

¥ Podemos explorar casos conhecidos com a eq.
politropica:
v Estrela totalmente convectiva:

. . g 2
ignoramos transporte radiativo, e tfemos V4=,

logo, ao longo do raio da estrela, T ~ P?/° e,
para uma eq. de estado com u constante:
T~P/p, logo P ~ p>/3

v Esfera gasosa homogenea
p = K, P17, para y — o,p = K;(constante)

Carlos Alexandre Wuensche (2021)
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Egs. de
estado
politropicas

¥ Vantagens de usar relagoes politropicas:

v A eq. de estado assume uma forma simples, do
'|'|PO P = K,Oy 7

v A eq. de estado contem, indiretamente, a
temperature (no caso de um gas ideal) mas a
relacdo adicional entre T e P (cond. adiabatica)

permite criar uma relagado politropica, com K
sendo o parametro livre.

“ Problemas...

v Automaticamente a temperatura é estratificada,
na forma de T = T(P).

Carlos Alexandre Wuensche (2021)
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Eqs. de estado
. s . o politropicas
¥ Partindo da condicdo de eq. hidrostatico (5) e usando a

relacdo politropica, encontramos EDO que descreve
adequadamente as condicoes de temperatura e pressao no
interior estelar

dp —¢

= ] —— = )"
dr dr (n+ 1)K

¥ Substituindo (9) no lado direito da eq. de Poisson (5) obtemos
uma EDO para &:

d*®  2dP —o
— + —— = 4G "
a? T rdr " ((n+1)K)

¥ que, com algumas parametrizacoes adequadas é transformada
na eq. de Lane-Emden.

1 d . ,db
2l a

Carlos Alexandre Wuensche (2021) 13
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Eqs. de estado
politropicas

Com as seguintes substituicoes:

4G 4G
= Ar, A? = ~@,) (") =
=4 R e M+ 1)K —
o P \1
f=—=()4n 13
oy (pc)

Solugoes de interesse devem ser finitas em £=0, e ter as
condi¢oes de contorno £(0)=1 e Z—?=O. Na superficie, (&) — 0.
Modelos correspondentes as solugoes da equagdo de Lane-
Emden para um certo valor de 7 sao conhecidos como
politropos de indice n. As solugcoes sdo as chamadas solugoes

de Lane-Emden.

Solucoes analiticas existem somente para n=0, 1, e 5.

Carlos Alexandre Wuensche (2021)
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E possivel usar os modelos politrépicos para
descrever uma estrela com o ndcleo composto de
materia degenerada relativistica (n=3) e materia

Egs. de estado politropicas: a

massa limite de Chandrasekhar

ordinaria ndo relativistica (n=3/2)

Chandrasekhar usou esses modelos para descrever

estrelas nao convencionais e fazer o primeiro modelo

de uma ana branca. Um polf’rropo com n=3 teria a
forma:

M = 4”(—2)53( )3/2

14

E, no caso de uma ana branca (com e- degenerados...)

5,836
ﬂe

Mcy =

Carlos Alexandre Wuensche (2021)

Mg = 1,459 Mg

14.1
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Eqs. de estado
politropicas: colapso
Os casos discutidos anteriores partem da eq. de
equilibrio hidrostatico e de Poisson e consideram um
sistema em equilibrio. Entretanto, é possivel tambem
modelar politropos em colapso e aplicar os conceitos
ao estudo de objetos compactos!

No caso de considerarmos o termo de inercia na eq.
(5.1), temos:

8UT+ avr+0P+0<I>_
ot or or or or

0 15

Consideramos um politropo relativistico, de materia

4

degenerada, com n=3 ou Yy = y4q = 3

Carlos Alexandre Wuensche (2021) 16



Eqs. de estado
politropicas: colapso
¥ Realizamos as substituicoes equivalentes a (12) e (13),
com a(t) equivalente a 1/A na eq. (12). Nesse caso, ¢ é
independente do tempo, e a dependencia fica contida em

a(t).

¥ Introduzimos tambem um potencial i para a velocidade,

tal que v, = aa—:lj, com a condicao ¥ = 0 quando ¢ = 0:
r=a(t)é, v, =ak U — %aaf 16
. ov ov
av, = aaf = 0—— = ==
g or  0¢ v

¥ E a derivada total de ¥ no sistema de referencia
comovel (do politropo) e:

d_\II_(?_\IJ+ 8_\11—8_\11_‘_(' )2 18
it ot "or ot ¥

Carlos Alexandre Wuensche (2021) 17




Eqs. de estado
politropicas: colapso

¥ Com as novas variaveis, reescrevemos a eq. de Poisson e
a eq. de continuidade da seguinte forma:

1 0, 5,0V 5

(227 g

5285( 8&-) 7TG/OCL 19
1 dp 1 0 ,,0¥. 1dp a
pdt+a2§28§(€ (’95)_pdt+3a_o =

¥ Apos alguma algebra, chegamos as solugoes que
envolvem a(t) e ¢&:

“setor" 3 (&2 .
temporal ] 1 ( K3)/2 a’i = —\ 21
69(5) + w(§) ) - ‘sefor” [y
52 espacial

Carlos Alexandre Wuensche (2021) 18



v A =0 - eq. de Lane-Emden classica (eq. hidrostatico)

v A # 0 - situagoes fora do eq. hidrostatico; o valor de 1
mede o desvio

v Solugoes finitas para 0 < 1 < A,,, e para valores pequenos
de A (tipicamente 4,, = 0,0065).

v Para 1 > A, o(r) nao tende a zero para valores finitos do
raio...

05|

Fonte: KWW (cap. 19
(cap. 19) Carlos Alexandre Wuensche (2021)

© A e uma constante que permite solugoes diferentes:

19



Eqs. de estado
politropicas: colapso

¥ Interpretacado do “colapso politropico” (n=3):
v’ Situagdo de equilibrio independe do raio

v Se P descresce ligeiramente (por um aumento de K, ver sol.
na pag. 229 do KKW), a esfera de gas comeca a contrair -
processo descrito por (21) e (22)

v 1 @ uma medida do desvio do E.H. causado pela reducao de K

Carlos Alexandre Wuensche (2021) 20



Solugoes numeéricas

v Metodos utilizados

v" Shooting (integrador Runge-Kutta): integragao
em camadas, da origem para a superficie.

v Metodo de ajuste: integra simultaneamente de
dentro para fora e vice-versa, e testa a
convergencia de ambas as solugoes em algum
ponto interno (em geral = R/2).

v Metodo de Henvey (integrador Newton-Rapson.

Carlos Alexandre Wuensche (2021)
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O modelo de Eddington

¥ Um exemplo simples do uso de politropos para
fazer um “pseudo-modelo” estelar & o modelo

de Eddington

v Ele incorpora, de maneira aproximada, a
equacgado de transferencia radiativa e a
equacao de energia.

¥ Partimos de uma situagdo nao-convectiva, em
que:

dWnT 3 Px L

\%

24

~dlnP l6mac T* GM

Carlos Alexandre Wuensche (2021)
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O modelo de
Eddington

¥ Desenvolvendo essa equagdo para o gradiente
estelar, vamos chegar na relagao:

L

=P =7 (kn(r)) 25

em que k e a opacidade do interior estelar en e a
relagao entre as taxas de geracao de energia
L./M, para diferentes raios.

¥ Utilizamos como opacidade:

-3,5
K =K,+K,pTl 26

Opacidade /

eletronica Carlos Alexandre Wuensche (2021)



O modelo de
Eddington

Opacidade « cresce para o exterior se a
densidade ndo decresce suficientemente rapido!

n(r) e proporcional a taxa de geragao de
energia e, na SP, ela tende rapidamente a 1,
por causa do expoente positivo de .

Solugao simples se consideramos uma estrutura
de camadas em que kl/m e constante ao longo
do raio da estrela.

Nesse caso, f =constante!

Carlos Alexandre Wuensche (2021) 24



O modelo de
Eddington

Trabalhando com as expressoes para a pressdo de
um gas perfeito e pressdo de radiagao,

K K Pyas

T, B=—F -

a
T+ =T° =
,ume 3 /LmHﬁ

P =

vamos chegar numa rela¢ao para equacgao de estado
politropica, da forma:

3, K )4 1-p
a pmg) B
Em que definimos a “constante politropica K” como:
3, K ywl-—p
( umH)) 5

Carlos Alexandre Wuensche (2021) 25

4/3 28

P= /2

p(r)

K =] ]1/3 29

a



O modelo de
Eddington

¥ A pressao de radiagao, reescrita em termos de f3, fica:

1— 1— 1
Prag = —5Pga3 = 5( ~ )Tt = gaT4 30

5 5 HIm g

¥ Uma expressao Gtil para a temperatura pode ser
derivada das equacgoes (27) e (28):

§ 1 -0 R 1/3 ) (7\1/3 3
e [ RO

T(r) = |

¥ Podemos também estimar a massa para o modelo de
Eddington sabendo que, para um politropo com n=3, a
massa total so depende do valor de K:

K
0,3639G

M 181(1-p)Y?
Mo p? B2

)1/2 N 32

M = (

Carlos Alexandre Wuensche (2021) 26



O modelo de
Eddington

¥ De acordo com (32), a pressdo do gas predomina quando a
massa e muito pequena (f — 1)

¥ Quando a massa é muito grande, a pressao de radiagdo domina
(B = 0)

¥ A contribuicdo das duas pressoes é igual quando 8 — 1/2, ou
seja, M/y, = 51/p

¥ Para M/Mg =1 e n~0.62 (valor solar), f = 0,9995, e podemos
desprezar a pressao de radiagado.

M Falhas no modelo:

v Ele ndo fornece valores absolutos para as grandezas secundarias,
uma vez que o raio e a massa sao parametrizados.

v Ndo se pode resolver o problema do modelo estelar sem atacar as
equacoes de transporte de energia e calor.

v Nesse sentido, o modelo e incompleto e so admite uma solugao
adequada se especificamos M e R.

Carlos Alexandre Wuensche (2021) 27



A abordagem para modelos
realistas!

M Modelos realistas j> estrelas reais!

M Atacamos duas regioes:
v" Carogo central, mais denso.

v" Envelope rarefeito (convectivo ou radiativo).

Carlos Alexandre Wuensche (2021)
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Solucoes numericas

1

Qutward integration with
trial values of Pe, Tp
Inward integration with
trial values of R, £

¥

At fitting point M ; evaluate
discontinuities &P;.8T; &r;, 8L,

Are the
discontinuities small
enough?

Y Yy

Calculate from the discontinuities and their
partial derivatives with respect to boundary
conditions improved trial values P, TL R, £
and repeat integrations

2

At fitting point M evaluate new
discontinuities £ /8T },6r [ 5L ;

Yes Are the

Outward trial with P; T + AT¢
Inward trial with R, 2+A2
Compute derivatives of discontinuities
with respect to boundary conditions
A(8P;,8T;,6r;6L,))
a(aT.AL)

v

Outward trial with Po+ A P, T¢
Inward trial with R + AR, £
Compute derivatives of discontinuities
with respect to boundary conditions
(8P, 8T,,8r,8L,)
a(AF, AR)

discontinuities small
enough?

Have they improved?
No Yes

1

Select time step A¢ for next model,
Store entropy S(M) in memory for
comparison with next model.
Compute changes in compaosition.
Estimate P, T R, £ for new model

»

Referéncia: Principles of Stellar Evolution
and nucleosynthesis (D.D. Clayton)

Carlos Alexandre Wuensche (2021) 29



Expansdo central

¥ Solugdo de singularidades nas equagoes
da estrutura estelar quando R —> 07

¥ E necessario que as solugdes sejam
regulares na origem.

¥I Expansdo de r em series, em torno do
ponto r=0

¥ Transferencia de energia: convec¢do
e/ou radiacdo

Carlos Alexandre Wuensche (2021)
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Envelope radiativo

M Envelope?

v Regido tenue que envolve o nacleo degenerado das
supergigantes vermelhas...

v' Camada finissima ndo degenerada que envolve o
nicleo fotalmente degenerado de uma ana branca

¥ Para essa abordagem, envelope e a por¢ao da
estrela que comecga na fotosfera, com massa
desprezivel, em eq. hidrostatico e que ndo
gera energia por reac¢oes nucleares ou
contragao gravitacional
v Definicdo da fotosfera? Superficie estelar?

v Regido de pressao zero?

Carlos Alexandre Wuensche (2021)
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Envelope radiativo

¥ A discussao do limite fisico do envelope radiativo leva
a luminosidade limite que mantém a estrela em
equilibrio: a luminosidade de Eddington.

dncGM

= 33
K

LEdd

¥ Suposicoes sobre a estrutura em equilibrio
hidrostatico e a opacidade:

¥ Valores tipicos para o envelope radiativo em estrelas
do tipo solar

vk =0,34 cm?/g

v X=0,7

v T,=5780 K

V' Ppress=10® - 107 g/cm?

Carlos Alexandre Wuensche (2021)
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Estrelas totalmente convectivas

¥ Opacidade superficial dominada por H- (hidrido)
¥ Equagdo politropica P = K T5/2

v Esse quadro representa uma fotosfera de onde
escapa a radiagao visivel, sequida de uma tenue
camada radiativa e, em sequida, a zona
convectiva.

v Essa estrutura representa bastante bem as
camadas externas do Sol.

Carlos Alexandre Wuensche (2021)
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Estrelas totalmente
convectivas

M A relagcao de temperatura derivada da
equacdo politropica é dada por

M L

Te _ 2600M13/51[—]7/51[—]1/102K 34
If M, L

M Os expoentes estranhos refletem a
dificuldade e a imprecisdo dos calculos para
esses €asos.

Carlos Alexandre Wuensche (2021)
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Estrelas totalmente
convectivas

v Essa relagao define o locus de
temperatura constante para diversas
luminosidades (para uma dada massa).

¥ A temperatura efetiva de estrelas
completamente convectivas em
equilibrio hidrostatico sao
essencialmente independentes do
mecanismo inicial de gerag¢ao de
energia.

Carlos Alexandre Wuensche (2021) 35



Resultados de modelos

¥ Leitura (recomendadissima): “Principles of
Stellar Evolution and Nucleossynthesis” (D. D.
Clayton), caps. 2 (Eq. de Lane-Emden) e 6
(Modelagem estelar)

Carlos Alexandre Wuensche (2021)
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14.5 15.0 15.5

Carlos Alexandre Wuensche (2021)

Resultados de
modelos

Variagdo em funcgdo do
tempo das grandezas
secundarias durante a
contra¢do de uma
estrela de uma massa
solar para a sequencia
principal.

Intervalos:

v’ 358<logT <378

v =04 < log (L/Lsy) < 0,6
v -0,4 < log (R/Ryy) < 0,6
v 0 < log(p./p) < 2,0

vV 0< Q!

37



Resultados de

M Trajetorias da
contracdo pre-SP
para modelos com
massas 0,5; 1; 1,25;
1,5; 2,25; 3; 5,9 e 15
Msol'

¥ Os tempos
necessarios para as
estrelas atingirem os
pontos numerados ao
longo de suas
trajetorias
encontram-se na
tabela a segquir.

4.5 4.4 4.3 4.1 4.0 3.9 3.8 3.7
log T,

Carlos Alexandre Wuensche (2021) 38



Tempos evolutivos (anos)

Table 6-1 Evolutionary lifetimes, yearsi.

Resultados de

modelos

Point

pa—

OO =] @ O = G D

M/ Mg

15.0
6.740 X 107
3.766 X 10
9.350 X 10°
2.203 X 104
2.657 X 104
3.984 X 104
4.585 X 104
6.170 X 10¢

9.0

1.443 X 10°
1.473 X 104
3.645 X 10¢
6.987 X 104
7.922 X 14
1.019 X 10°
1.195 X 108
1.505 X 108

5.0

2.936 X 104
1.069 X 10¢
2,001 X 108
2,860 X 10¢
3.137 X 108
3.880 X 10¢
4,559 X 10¢
5.759 X 108

| 3.0 - 22 L5

3.420 X 104 7.862 X 10¢ 2.347 X 10¢
2.078 X 108 5.940 X 105 2,363 X 10°
7.633 ¥ 105 1,883 X 10° 5.801 X 10°
1.135 X 108 2,505 X} 10° 7.584 X 10°
1.250 % 108 2,818 } 10¢ 8.620 X 10°
1.465 X 10¢ 3.319 X 10° 1.043 X 107
1.741 X 10¢ 3.993 X 10° 1.339 X 107
2.514 X 10¢ 5.855 X 10° 1.821 X 107

1.25

4,508 X 108
3.957 X 108
8.800 X 108
1.155 X 107
1.404 X 107
1.755 X 107
2.796 X 107
2.954 X 107

1.0

1.18% X 10¢
1.058 X 10¢
B.910 X 10¢
1.821 X 10°
2,520 X 107
3.418 X 17
5.016 X 107

0.5

3.195 X 1(¢
1.786-X 10¢
8.711 X 10¢
3.002 x 107
1.550 X 108

1L Iben, Jr., Astrophys. J., 141:993 {1965). By permission of The University of Chicago Press. Copyright 1965 by The University of

Chicago.

Carlos Alexandre Wuensche (2021)
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Resultados de

modelos
sof- . St 3 3
M Estrelas de pop I, 7—’/‘7
com massas 1; 1,5; 3; ‘ f5.00m, g_ar_xoo 6
5; 9 el5 M. O r 7 T Q
ponto de partida é a To.00,
SPIz . : =
3.0} ;;\ P
M A idade das estrelas o o .
) Ma
nos pontos numerados ¥
esta na tabela a pob 2
seguir. i :
6
1.0p~ S
1 2
1.59m
0.0
L.OIN 4
L ] A | | | | | 1 1
4.5 4.3 4.2 4.1 4.0 3.5 38 3.7 3.6

Carlos Alexandre Wuensche (2021)



Resultados de

modelos
Tempos evolutivos (anos)
Table 6-8 Evolutionary lifetimes, yearsy
m/Me

Pomnt 15.0 9.0 5.0 3.0 1.5 1.0
1 6.160 X 10* 1.511 ‘X 105 5.760 X 105 2.510 X 108 1.821 X 107 5.016 X 107
2 1.023 X 107 2.129 X 107 6.549 X 107 2.273 X 108 1.567 X 10° 8.060 X 10°
3 1.048 X 107 2.190 X 107 6.823 X 107 2.394 X 10% 1.652 X 109 9.705 X 10°
4 1.050 X 107 2.208 X 107 7.019 X 107 2.478 X 108 2.036 X 109 1.0236 X 100
5 1.149 X 107 2.213 X 107 7.035 X 107 2.488 X 108 2.105 X 10° 1.0446 X 101
6 1.196 X 107 2.214 X 107 7.084 X 107 2.531 X 108 2.263 X 10° 1.0875 X 1010
7 1.210 X 107 2.273 X 107 7.844 X 107 2.887 X 108 |
8 1.213 X 107 2.3156 X 107 8.524 X 107 3.095 X 108
9 1.214 X 107 2.574 X 107 8.782 X 107 3.262 x 108

10 2.623 X 107 :

1 I. Iben, Jr., Astrophys. J., 140:1631 (1964). By permission of The University of Chicago
Press. Copyright 1964 by The University of Chicago.
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Resultados de
modelos

¥ Trajetoérias evolutivas de i /8
estrelas de baixa massa
(pop I) com massas 1; 1,25 25

e 1,5 M. — \ ¢

¥ As idades nos pontos e : . [ fs
numerados encontram-se ' S
na tabela a seguir. >3 P©)

1 0.75 4 - y
¥ Os circulos numerados e y 10 /28 @9

representam os fatores ¥ - vod e
de deplegao da b3

abundancia superficial de '
Li” causada pelo s
aprofundamento da o2 g 1O

camada convectiva 33 R = constait

externa.

log
8
®

0.00+ 25

Carlos Alexandre Wuensche (2021) 42



Resultados de
modelos

Tempos evolutivos (10° anos)

Table 6.9 Evolutionary lifetimes (10" years){

Point 1.0 1.253Mg 1.500Mg
1 0.05060 0.02954 0.01821
2 3.8200 1.4220 1.0277
3 6.7100 2.8320 1.6710
4 8.1719 3.0144 1.6520
5 9.2012 3.5524 - 1.8261
6 9. 9030 3.9213 1.9666
7 10.195 4£.0897 2.0010
8 4.1204 2.0387
9 4.1593 2.0676

10 10.352 4.2060 2.1059
11 10.565 4.3427 2.19901
12 10.750 4.4505 2.2628
13 10.875 4.5348

i L. Iben, Jr., Astrophys. J., 147:624 (1967). By permis-
gion of The University of Chieago Press. Copyright
1967 by The University of Chicago.
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