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Leitura recomendada
þ R. Kippenhanhn, A. Weigert, A. Weiss. Stellar 

Structure and Evolution (2nd ed.). Springer (2012)
ü Caps. 19 e 22 

þ C. Hansen; S. Kawaler. Stellar interiors: Physical 
Principles, Structure and Evolution. Springer (1994)
ü Cap. 2 – a referência ao programa ZAMS está ali. 
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Princípios básicos
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þ Para construir um modelo estelar é necessário
conhecer:
ü Massa total, composição química, densidade

ü Temperatura, pressão, densidade, luminosidade

Variáveis primárias

Variáveis secundárias



þ As relações cruzadas abaixo e suas derivadas
são usadas na elaboração dos modelos
numéricos

P = P(ρ, T, X)
E = E(ρ, T, X)
κ = κ(ρ, T, X)
ε= ε(ρ, T, X)

þ X é a composição química e, partir das 
grandezas P, E, κ e ρ, integramos as 
equações para gerar diferentes modelos. 
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þ As equações da estrutura estelar podem ser
escritas nas formas: 
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= �GMr
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⇢

dMr

dr
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dr
= 4⇡r2⇢✏

<latexit sha1_base64="E9gaeQMHoJfAElh9WeN/A5iphSk="></latexit>
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<latexit sha1_base64="+Hd9njpdyqbZCxzZSigwDt5/HYk="></latexit>



þ Mecanismo de transferência de energia

þ Transferência radiativa

þ Convecção adiabática

þ Sendo que
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rrad =
3

16⇡ac

P

T 4

L

GM(r)
<latexit sha1_base64="zdsDoZg+WH7uzufOd1Kv4Sqmf1k="></latexit>

r = rrad, se rrad  rad
<latexit sha1_base64="E3D9rd6PSLtvhc3E8/p+0WMUwkk=">AAACLHicbVDLSgNBEJz1GeMr6tHLYBA8SNhVQS9C0ItHBaNCNoTeSScZnJ1dZnrFsMT/8eKvCOJBEa9+h5MH4qtgoLqqm56uKFXSku+/ehOTU9Mzs4W54vzC4tJyaWX1wiaZEVgTiUrMVQQWldRYI0kKr1KDEEcKL6Pr44F/eYPGykSfUy/FRgwdLdtSADmpWToONUQK+CEfkWZuoNXf5nc8JLwlE+cW+4Pqm8tDhV+Cq5ulsl/xh+B/STAmZTbGabP0FLYSkcWoSSiwth74KTVyMCSFwn4xzCymIK6hg3VHNcRoG/nw2D7fdEqLtxPjniY+VL9P5BBb24sj1xkDde1vbyD+59Uzah80cqnTjFCL0aJ2pjglfJAcb0mDglTPERBGur9y0QUDgly+RRdC8Pvkv+RipxLsVnbO9srVo3EcBbbONtgWC9g+q7ITdspqTLB79she2Kv34D17b977qHXCG8+ssR/wPj4BVfGoTw==</latexit>

r =
d(ln T )

d(ln P )
= � r2P

GM(r)⇢

1

T

dT

dr
<latexit sha1_base64="0YWP5/qdco6g67BjOXLkqN6uvPg="></latexit>
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rrad < rad +
'

�
rµ

<latexit sha1_base64="bOFTS+NqoKur7gIr6A6k5fdy2xU=">AAACKXicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSIIQpmRggouim5cVrAP6JRyJ5NpQzOZIckUyjC/48ZfcaOgqFt/xPShaOuBwLnn3MvNPV7MmdK2/W7llpZXVtfy64WNza3tneLuXkNFiSS0TiIeyZYHinImaF0zzWkrlhRCj9OmN7ge+80hlYpF4k6PYtoJoSdYwAhoI3WLVVeAx6GbSvAzfIm/y3F1gt1AAkndIci4z7LU9SnXkP00uWGSdYslu2xPgBeJMyMlNEOtW3x2/YgkIRWacFCq7dix7qQgNSOcZgU3UTQGMoAebRsqIKSqk04uzfCRUXwcRNI8ofFE/T2RQqjUKPRMZwi6r+a9sfif1050cN5JmYgTTQWZLgoSjnWEx7Fhn0lKNB8ZAkQy81dM+mDS0SbcggnBmT95kTROy06lfHFbKVWvZnHk0QE6RMfIQWeoim5QDdURQffoEb2gV+vBerLerI9pa86azeyjP7A+vwD4hKe/</latexit>

r < rrad, se rrad > rad

<latexit sha1_base64="iSs1z6RiDrvFZDtCPuboRWt7Qoc=">AAACKnicbVBLSwMxEM76rPVV9eglWAQPUnaloIJI1YvHCrYKbSmz6VSD2eySzIplqX/Hi3/FiwdFvPpDTB+Ir4HA95hhMl+YKGnJ99+8icmp6ZnZ3Fx+fmFxabmwslq3cWoE1kSsYnMZgkUlNdZIksLLxCBEocKL8OZk4F/corEy1ufUS7AVwZWWXSmAnNQuHDU1hAr4AR+Bdmag09/m97xJeEcmyiz2B+ybyw+/qGPtQtEv+cPif0EwBkU2rmq78NzsxCKNUJNQYG0j8BNqZWBICoX9fDO1mIC4gStsOKghQtvKhqf2+aZTOrwbG/c08aH6fSKDyNpeFLrOCOja/vYG4n9eI6XuXiuTOkkJtRgt6qaKU8wHufGONChI9RwAYaT7KxfXYECQSzfvQgh+n/wX1HdKQbm0f1YuVo7HceTYOttgWyxgu6zCTlmV1ZhgD+yJvbBX79F79t6891HrhDeeWWM/yvv4BG6Op1M=</latexit>

Critério de Ledoux

1

2

3
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þ Condições de contorno
ü Centro: Mr = 0, r = Lr = 0
ü Superfície:  Mr = Mtotal, ρ = Pr = 0

þ Em geral, embora diversos modelos
numéricos possam ser calculados, somente
um deles é considerado uma solução real.
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Equações de estado politrópicas
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þ Solução clássica encontrada no trabalho de 
Chandrasekhar (1939).

þ Definição formal: Modelos pseudo-estelares
onde se supõe que valham relações
semelhantes à eq. de estado P = P(ρn)

þ Não são feitas suposições sobre transferência
de energia ou eq. térmico.
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Eqs. de estado
politrópicas

þ Ideia: remover a parte “energética” das equações, 
via eq. de estado 𝜌 = 𝜌 𝑃 .

þ Nesse caso, tratamos as estrelas através das eqs. de 
equilíbrio hidrostático e de Poisson: 
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dP

dr
= �d�

dr
⇢

1

r2
d

dr
(r2

d�

dr
) = 4⇡G⇢

<latexit sha1_base64="t58Bq87DJZJ8xBg6hmsH4Hf5Sxw="></latexit>

þ Podemos deriver uma equação para P e p, integrando a 
eq. de transferência radiativa.

þ Algumas manipulações algébricas levam à derivação da 
chamada relação politrópica:

P = K⇢� = K⇢1+1/n

<latexit sha1_base64="wcdGKz9YbIUq4+xVbYQYCoIwdEw=">AAACD3icbVDLSgMxFM3UV62vUZdugkURhDojBXUhFN0IbirYB3TGkknTNjTJDElGKMP8gRt/xY0LRdy6deffmLazqK0HLhzOuZd77wkiRpV2nB8rt7C4tLySXy2srW9sbtnbO3UVxhKTGg5ZKJsBUoRRQWqaakaakSSIB4w0gsH1yG88EqloKO71MCI+Rz1BuxQjbaS2fViFl/AWerIfPiReD3GO0inFhcfQPRFp2y46JWcMOE/cjBRBhmrb/vY6IY45ERozpFTLdSLtJ0hqihlJC16sSITwAPVIy1CBOFF+Mv4nhQdG6cBuKE0JDcfq9ESCuFJDHphOjnRfzXoj8T+vFevuuZ9QEcWaCDxZ1I0Z1CEchQM7VBKs2dAQhCU1t0LcRxJhbSIsmBDc2ZfnSf205JZLF3flYuUqiyMP9sA+OAIuOAMVcAOqoAYweAIv4A28W8/Wq/VhfU5ac1Y2swv+wPr6BeUlmhI=</latexit>
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Eqs. de 
estado

politrópicas

þ Podemos explorar casos conhecidos com a eq. 
politrópica: 
ü Estrela totalmente convectiva:

Ø ignoramos transporte radiativo, e temos ∇&'=
(
), 

logo, ao longo do raio da estrela, 𝑇 ~ 𝑃(/) e, 
para uma eq. de estado com u constante: 
𝑇~𝑃/𝜌, logo 𝑃 ~ 𝜌)/-

ü Esfera gasosa homogênea
Ø𝜌 = 𝐾/𝑃//0, para 𝛾 → ∞, 𝜌 = 𝐾/(𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒)
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Eqs. de 
estado

politrópicas

þ Vantagens de usar relações politrópicas: 
ü A eq. de estado assume uma forma simples, do 

tipo 𝑃 = 𝐾 𝜌0

ü A eq. de estado contém, indiretamente, a 
temperature (no caso de um gás ideal) mas a 
relação adicional entre T e P (cond.  adiabática) 
permite criar uma relação politrópica, com K 
sendo o parâmetro livre.  

þ Problemas…
ü Automaticamente a temperatura é estratificada, 

na forma de T = T(P).

12Carlos Alexandre Wuensche (2021)
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Eqs. de estado
politrópicas
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þ Partindo da condição de eq. hidrostático (5) e usando a 
relação politrópica, encontramos EDO que descreve
adequadamente as condições de temperatura e pressão no 
interior estelar

þ Substituindo (9) no lado direito da eq. de Poisson (5) obtemos
uma EDO para Φ:

þ que, com algumas parametrizações adequadas é transformada
na eq. de Lane-Emden. 

d�

dr
= ��K⇢��2 d⇢

dr

<latexit sha1_base64="d5RyJJ58kyVN/A2YFX5Wb2pBTjs=">AAACKHicbVDNS8MwHE39nPNr6tFLcAheNtoxUA/i0IvgZYL7gLWONE3XsKQtSSqM0j/Hi/+KFxFFdvUvMdsq6OaDwMt770fye27MqFSmOTaWlldW19YLG8XNre2d3dLefltGicCkhSMWia6LJGE0JC1FFSPdWBDEXUY67vB64nceiZA0Cu/VKCYOR4OQ+hQjpaV+6dL2BcKpZzcDmqWeyOAFrNgDxDmCt9AWQfSQ5tcKrGXwJ66NabxfKptVcwq4SKyclEGOZr/0ZnsRTjgJFWZIyp5lxspJkVAUM5IV7USSGOEhGpCepiHiRDrpdNEMHmvFg34k9AkVnKq/J1LEpRxxVyc5UoGc9ybif14vUf6Zk9IwThQJ8ewhP2FQRXDSGvSoIFixkSYIC6r/CnGAdBVKd1vUJVjzKy+Sdq1q1avnd/Vy4yqvowAOwRE4ARY4BQ1wA5qgBTB4Ai/gHXwYz8ar8WmMZ9ElI585AH9gfH0DbdemQA==</latexit>

⇢ = (
��

(n+ 1)K
)n

<latexit sha1_base64="B0/FnAwjC2Tf/1q7oW+Bna0Riio=">AAACCHicbVDLSsNAFJ3UV62vqksXDhahRSyJFNSFUHQjuKlgH9DEMplOmqGTSZiZCCVk6cZfceNCEbd+gjv/xmmbhbYeGDiccy537nEjRqUyzW8jt7C4tLySXy2srW9sbhW3d1oyjAUmTRyyUHRcJAmjnDQVVYx0IkFQ4DLSdodXY7/9QISkIb9To4g4ARpw6lGMlJZ6xX1b+CG8gGXbEwgnx3bDp2lS5kdW5Sat3OtEyayaE8B5YmWkBDI0esUvux/iOCBcYYak7FpmpJwECUUxI2nBjiWJEB6iAelqylFApJNMDknhoVb60AuFflzBifp7IkGBlKPA1ckAKV/OemPxP68bK+/MSSiPYkU4ni7yYgZVCMetwD4VBCs20gRhQfVfIfaRbkTp7gq6BGv25HnSOqlater5ba1Uv8zqyIM9cADKwAKnoA6uQQM0AQaP4Bm8gjfjyXgx3o2PaTRnZDO74A+Mzx8a6Zgk</latexit>
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d2�

dr2
+

2

r

d�

dr
= 4⇡G(

��

(n+ 1)K
)n

<latexit sha1_base64="DMWGiVFT32Fs9C1JTiFLRcptxlc="></latexit>
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1

⇠2
d

d⇠
[⇠2

d✓

d⇠
] = �✓n

<latexit sha1_base64="2kmZ3Yox/91IhZbapNNS29TPUeg=">AAACNnicbZBPS8MwGMZT/zv/TT16CQ7Bi6Odgl4E0YsXQcFNYa2SpukWlqYleSuO0k/lxc/hzYsHRbz6Ecy6MnTzhcDD73nfJO/jJ4JrsO1Xa2p6ZnZufmGxsrS8srpWXd9o6ThVlDVpLGJ16xPNBJesCRwEu00UI5Ev2I3fOxv4Nw9MaR7La+gnzItIR/KQUwIG3Vcv3FARijMnz9xHftfIcQmCPAuwQTluF8aIu9BlQEaud4z38JDdmftqdt0uCk8KpxQ1VNblffXFDWKaRkwCFUTrtmMn4GVEAaeC5RU31SwhtEc6rG2kJBHTXlasneMdQwIcxsocCbigvycyEmndj3zTGRHo6nFvAP/z2imER17GZZICk3T4UJgKDDEeZIgDrhgF0TeCUMXNXzHtEhMPmKQrJgRnfOVJ0WrUnf164+qgdnJaxrGAttA22kUOOkQn6Bxdoiai6Am9onf0YT1bb9an9TVsnbLKmU30p6zvH/VUq3A=</latexit>
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þ Com as seguintes substituições: 

þ Soluções de interesse devem ser finitas em 𝜉=0, e ter as 
condições de contorno 𝜉(0)=1 e 'B

'C
=0. Na superfície, 𝜃 𝜉 → 0.

þ Modelos correspondentes às soluções da equação de Lane-
Emden para um certo valor de n são conhecidos como 
polítropos de índice n. As soluções são as chamadas soluções 
de Lane-Emden.

þ Soluções analíticas existem somente para n=0, 1, e 5. 

Carlos Alexandre Wuensche (2021) 14
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12⇠ = Ar, A2 =
4⇡G

(n+ 1)nKn
(��c)

(n�1) =
4⇡G

(n+ 1)K

✓ =
�

�c
= (

⇢

⇢c
)1/n

<latexit sha1_base64="jpxcZQBkUssNGU3acahUqiZd8RU="></latexit>
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þ É possível usar os modelos politrópicos para 
descrever uma estrela com o núcleo composto de 
matéria degenerada relativística (n=3) e matéria
ordinária não relativística (n=3/2)

þ Chandrasekhar usou esses modelos para descrever
estrelas não convencionais e fazer o primeiro modelo
de uma anã branca. Um polítropo com n=3 teria a 
forma: 

þ E, no caso de uma anã branca (com e- degenerados…)

𝑀FG =
),H-I
J!"

𝑀⊙ = 1,459 𝑀⊙
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Eqs. de estado politrópicas: a 
massa limite de Chandrasekhar

14
M = 4⇡(�✓0

⇠
)⇠3(

K

⇡G
)3/2

<latexit sha1_base64="QnbhFcz9kPKv0ZgE/MBPXJihn/M="></latexit>
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þ Os casos discutidos anteriores partem da eq. de 
equilíbrio hidrostático e de Poisson e consideram um 
sistema em equilíbrio. Entretanto, é possível também 
modelar polítropos em colapso e aplicar os conceitos 
ao estudo de objetos compactos! 

þ No caso de considerarmos o termo de inércia na eq. 
(5.1), temos: 

þ Consideramos um polítropo relativístico, de matéria 
degenerada, com n=3 ou 𝛾 = 𝛾&' =

P
- ...

Carlos Alexandre Wuensche (2021) 16

Eqs. de estado
politrópicas: colapso

@vr
@t

+ vr
@vr
@r

+
@P

@r
+

@�

@r
= 0

<latexit sha1_base64="6tnGB8tCXVtld1s3Y1MA/4+TKag=">AAACc3ichVHLSsNAFJ3EV62vqOCmC4dWQRBLIgV1IRTduIxgH9CEMplO2qGTBzOTQgn5AT/PnX/hxr2TNqBtRS8MnDnn3Hmc68WMCmma75q+tr6xuVXaLu/s7u0fGIdHbRElHJMWjljEux4ShNGQtCSVjHRjTlDgMdLxxo+53pkQLmgUvshpTNwADUPqU4ykovrGq+NzhFMnRlxSxOCkz7PvnczgZU7BP108dy057H90xx7RBcu92TdqZt2cFVwFVgFqoCi7b7w5gwgnAQklZkiInmXG0k3zIzEjWdlJBIkRHqMh6SkYooAIN51llsFzxQygH3G1Qgln7M+OFAVCTANPOQMkR2JZy8nftF4i/Vs3pWGcSBLi+UV+orKMYD4AOKCcYMmmCiDMqXorxCOkwpFqTGUVgrX85VXQvq5bjfrdc6PWfCjiKIEKqIILYIEb0ARPwAYtgMGHdqKdalD71Ct6VT+bW3Wt6DkGC6VffQH2aL9E</latexit>
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þ Realizamos as substituições equivalentes a (12) e (13), 
com a(t) equivalente a 1/A na eq. (12). Nesse caso, 𝜉 é 
independente do tempo, e a dependência fica contida em 
a(t).

þ Introduzimos também um potencial 𝜓 para a velocidade, 
tal que 𝑣S =

TU
TS , com a condição Ψ = 0 quando 𝜉 = 0:

þ E a derivada total de Ψ no sistema de referência 
comóvel (do polítropo) é: 

Carlos Alexandre Wuensche (2021) 17

Eqs. de estado
politrópicas: colapso

 =
1

2
aȧz2

<latexit sha1_base64="gC+LIqCvZVAlp0AJMmajnKSLV3E=">AAACB3icbVDLSsNAFJ3UV62vqAsRQQaL4KokRbAuhKIblxXsA5pYJtNJO3QyCTMToYbs3Pgrblwo4tY/EHe6cetnOH0stPXAwOGce7hzjxcxKpVlfRiZmdm5+YXsYm5peWV1zVzfqMkwFphUcchC0fCQJIxyUlVUMdKIBEGBx0jd650N/Po1EZKG/FL1I+IGqMOpTzFSWmqZu05FUngCHV8gnNhpUkwRdNqhggjeXBVbZt4qWEPAaWKPSb5c+nrb+vzerrTMdx3GcUC4wgxJ2bStSLkJEopiRtKcE0sSIdxDHdLUlKOASDcZ3pHCfa20oR8K/biCQ/V3IkGBlP3A05MBUl056Q3E/7xmrPySm1AexYpwPFrkxwyqEA5KgW0qCFasrwnCguq/QtxFuhGlq8vpEuzJk6dJrViwDwvHF7qNUzBCFuyAPXAAbHAEyuAcVEAVYHAL7sEjeDLujAfj2XgZjWaMcWYT/IHx+gNM7JwX</latexit>
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þ Com as novas variáveis, reescrevemos a eq. de Poisson e 
a eq. de continuidade da seguinte forma: 

þ Após alguma álgebra, chegamos às soluções que 
envolvem a(t) e 𝜉: 

18Carlos Alexandre Wuensche (2021)

Eqs. de estado 
politrópicas: colapso

1

⇠2
@

@⇠
(⇠2

@ 

@⇠
) = 4⇡G⇢a2

1

⇢

d⇢

dt
+

1

a2⇠2
@

@⇠
(⇠2

@ 

@⇠
) ⌘ 1

⇢

d⇢

dt
+ 3

ȧ

a
= 0

<latexit sha1_base64="XFZLSuGCIR5MGzBN0TpcycCg1Vc="></latexit>

3

4

(⇡G)1/2

K3/2
a2ä = ��

6
g(⇠) + w(⇠)

⇠2
= �

<latexit sha1_base64="misiGi/yigjzJiNP7sWtnmsQrQU="></latexit>

“setor”
espacial

“setor”
temporal

19

20

21

22



19Carlos Alexandre Wuensche (2021)

þ 𝜆 é uma constante que permite soluções diferentes: 
ü 𝜆 = 0 – eq. de Lane-Emden clássica (eq. hidrostático)
ü 𝜆 ≠ 0 – situações fora do eq. hidrostático; o valor de 𝜆

mede o desvio
ü Soluções finitas para 0 < 𝜆 ≤ 𝜆[, e para valores pequenos

de 𝜆 (tipicamente 𝜆[ = 0,0065). 
ü Para 𝜆 > 𝜆[, 𝜚(𝑟) não tende a zero para valores finitos do 

raio... 

Fonte: KWW (cap. 19)



þ Interpretação do “colapso politrópico” (n=3): 
ü Situação de equilíbrio independe do raio
ü Se P descresce ligeiramente (por um aumento de K, ver sol. 

na pág. 229 do KKW), a esfera de gás começa a contrair –
processo descrito por (21) e (22)

ü 𝜆 é uma medida do desvio do E.H. causado pela redução de K

20Carlos Alexandre Wuensche (2021)

Eqs. de estado 
politrópicas: colapso



Soluções numéricas
þ Métodos utilizados

ü Shooting (integrador Runge-Kutta): integração
em camadas, da origem para a superfície.

ü Método de ajuste: integra simultaneamente de 
dentro para fora e vice-versa, e testa a 
convergência de ambas as soluções em algum
ponto interno (em geral = R/2).

ü Método de Henvey (integrador Newton-Rapson. 

Carlos Alexandre Wuensche (2021) 21



þ Um exemplo simples do uso de polítropos para
fazer um “pseudo-modelo” estelar é o modelo
de Eddington

þ Ele incorpora, de maneira aproximada, a 
equação de transferência radiativa e a 
equação de energia. 

þ Partimos de uma situação não-convectiva, em
que: 

Carlos Alexandre Wuensche (2021) 22

O modelo de Eddington

24



þ Desenvolvendo essa equação para o gradiente
estelar, vamos chegar na relação:

em que κ é a opacidade do interior estelar e η é a 
relação entre as taxas de geração de energia
Lr/Mr para diferentes raios.

þ Utilizamos como opacidade: 
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þ Opacidade κ cresce para o exterior se a 
densidade não decresce suficientemente rápido! 

þ η(r) é proporcional à taxa de geração de 
energia e, na SP, ela tende rapidamente a 1, 
por causa do expoente positivo de ε.

þ Solução simples se consideramos uma estrutura
de camadas em que kl/m é constante ao longo
do raio da estrela. 

þ Nesse caso, 𝛽 ≈constante! 

Carlos Alexandre Wuensche (2021) 24

O modelo de 
Eddington



þ Trabalhando com as expressões para a pressão de 
um gás perfeito e pressão de radiação, 

þ vamos chegar numa relação para equação de estado 
politrópica, da forma: 

þ Em que definimos a “constante politrópica K” como:
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þ A pressão de radiação, reescrita em termos de 𝛽, fica: 

þ Uma expressão útil para a temperatura pode ser 
derivada das equações (27) e (28): 

þ Podemos também estimar a massa para o modelo de 
Eddington sabendo que, para um polítropo com n=3, a 
massa total só depende do valor de K: 
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þ De acordo com (32), a pressão do gás predomina quando a 
massa é muito pequena (𝛽 → 1)

þ Quando a massa é muito grande, a pressão de radiação domina 
(𝛽 → 0)

þ A contribuição das duas pressões é igual quando 𝛽 → 1/2, ou 
seja, bc c⨀ = 51/𝜇(

þ Para M/M⊙ = 1 e μ~0.62 (valor solar), 𝛽 ≈ 0,9995, e podemos 
desprezar a pressão de radiação. 

þ Falhas no modelo:
ü Ele não fornece valores absolutos para as grandezas secundárias, 

uma vez que o raio e a massa são parametrizados. 
ü Não se pode resolver o problema do modelo estelar sem atacar as 

equações de transporte de energia e calor. 
ü Nesse sentido, o modelo é incompleto e só admite uma solução 

adequada se especificamos M e R. 
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A abordagem para modelos
realistas! 

þ Modelos realistas estrelas reais!

þ Atacamos duas regiões: 

ü Caroço central, mais denso. 

ü Envelope rarefeito (convectivo ou radiativo).
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Soluções numéricas
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Referência: Principles of Stellar Evolution 
and nucleosynthesis (D.D. Clayton) 



Expansão central

þ Solução de singularidades nas equações
da estrutura estelar quando R        0?

þ É necessário que as soluções sejam
regulares na origem.

þ Expansão de r em séries, em torno do 
ponto r=0

þ Transferência de energia: convecção
e/ou radiação
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Envelope radiativo
þ Envelope? 

ü Região tênue que envolve o núcleo degenerado das 
supergigantes vermelhas...

ü Camada finíssima não degenerada que envolve o 
núcleo totalmente degenerado de uma anã branca

þ Para essa abordagem, envelope é a porção da 
estrela que começa na fotosfera, com massa
desprezível, em eq. hidrostático e que não
gera energia por reações nucleares ou
contração gravitacional
ü Definição da fotosfera? Superfície estelar? 
ü Região de pressão zero? 
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Envelope radiativo

þ A discussão do limite físico do envelope radiativo leva 
à luminosidade limite que mantém a estrela em
equilíbrio: a luminosidade de Eddington.

þ Suposições sobre a estrutura em equilíbrio
hidrostático e a opacidade: 

þ Valores típicos para o envelope radiativo em estrelas
do tipo solar
ü κ = 0,34 cm2/g
ü X = 0,7
ü Tef=5780 K
ü ρpress=10-6 - 10-7 g/cm3
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Estrelas totalmente convectivas

þ Opacidade superficial dominada por H- (hidrido)

þ Equação politrópica P = K T5/2

þ Esse quadro representa uma fotosfera de onde
escapa a radiação visível, seguida de uma tênue
camada radiativa e, em seguida, a zona
convectiva. 

þ Essa estrutura representa bastante bem as 
camadas externas do Sol.
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Estrelas totalmente
convectivas

þ A relação de temperatura derivada da 
equação politrópica é dada por

þ Os expoentes estranhos refletem a 
dificuldade e a imprecisão dos cálculos para 
esses casos. 
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Estrelas totalmente
convectivas

þ Essa relação define o locus de 
temperatura constante para diversas
luminosidades (para uma dada massa). 

þ A temperatura efetiva de estrelas
completamente convectivas em
equilíbrio hidrostático são
essencialmente independentes do 
mecanismo inicial de geração de 
energia. 
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Resultados de modelos

þ Leitura (recomendadíssima): “Principles of 
Stellar Evolution and Nucleossynthesis” (D. D. 
Clayton), caps. 2 (Eq. de Lane-Emden) e 6 
(Modelagem estelar)
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Resultados de 
modelos
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þ Variação em função do 
tempo das grandezas
secundárias durante a 
contração de uma
estrela de uma massa
solar para a sequência
principal.

þ Intervalos: 

ü 3,58 < log T < 3,78

ü -0,4 < log (L/Lsol) < 0,6
ü -0,4 < log (R/Rsol) < 0,6

ü 0 < log(ρc/ρ) < 2,0
ü 0 < Qrc 1



Resultados de 
modelos

þ Trajetórias da 
contração pré-SP 
para modelos com 
massas 0,5; 1; 1,25; 
1,5; 2,25; 3; 5; 9 e 15 
Msol. 

þ Os tempos 
necessários para as 
estrelas atingirem os
pontos numerados ao
longo de suas
trajetórias
encontram-se na
tabela a seguir.
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Resultados de 
modelos

þ Estrelas de pop I, 
com massas 1; 1,5; 3; 
5; 9 e 15 Msol. O 
ponto de partida é a 
SPIZ

þ A idade das estrelas
nos pontos numerados
está na tabela a 
seguir. 
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Resultados de 
modelos

þ Trajetórias evolutivas de 
estrelas de baixa massa
(pop I) com massas 1; 1,25 
e 1,5 Msol. 

þ As idades nos pontos
numerados encontram-se 
na tabela a seguir.

þ Os círculos numerados
representam os fatores
de depleção da 
abundância superficial de 
Li7 causada pelo
aprofundamento da 
camada convectiva
externa. 
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FIM DA AULA 3
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